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Introduction Générale

Introduction Générale

Dans ce travail nous allons étudier deux types de problémes, I'un concerne la mécanique
des solides en théorie des plaques minces, alors que 'autre concerne la mécanique des milieux
continus.

Le premier groupe de problémes, se compose de six problémes aux limites gouvernés par
le bilaplacien dans le secteur €2, plan, d’ouverture w, de rayon p et de frontiere Ty UT, UTp
(voir Fig. 2).

Ces problémes sont

A%y = f dans Q,,
(Pr) Biu=0surTy, , (k=14a6).

Bfy =0 sur T,

Ou les opérateurs frontieres sont :

( (
Blu={ " suT Bu={ " suT
0 ou 0 0 ou 0
on an
u ’ U ’
Blu = by SUT I, B2u = sur ',
L L L
( (
Blu={ " suT Biu = Y swrT
0= du 0 0= M (U) 0
n
M (u ’ U ’
B3u = (W) sur I, By = sur I',,
N (u) M (u)
\ \
( (
u M (u
Biu = () sur I'y Blu = (( )) sur I'y
M (u N (u
M (u ’ M (u
Bdu = (W) sur T, Bbuy = @ sur T,
N (u) N (u)




Introduction Générale

La premiere équation de (FP;), & = 1 a 6 décrit 1’équation d’équilibre de la plaque
considérée, déformée par des forces extérieures.
Ou :
0%u
Mu) = vAu+ (1 —-v)—,
(u) 195

0 Pu

et v est le coefficient de Poisson (O <v < %) .

Physiquement, M (u) est le moment de flexion, N (u) est la force transversale composée
de la force de cisaillement et du moment de torsion, u étant le déplacement perpendiculaire
a la plaque au point x (sous ’hypothese de petits déplacements), f est la densité de forces
volumique.

Le comportement singulier des solutions variationnelles (y compris le cas de la fissure),
constitue l'objet de la premiere partie de cette thése.

Dans la deuxiéme partie on mettra en évidence les coefficients de singularités du pro-
bléme de Dirichlet gouverné par le systéme de Lamé dans un secteur plan.

Cette thése se subdivise en trois chapitres. Elle est structurée de la maniére suivante :

Le premier chapitre, est consacré essentiellement aux rappels des résultats principaux
sur les espaces de Sobolev classiques, nous en rappelons la définition et quelques propriétés
pour mieux comprendre le continu de ce travail. A la fin de ce chapitre, on rappelle quelques
résultats théoriques généraux que nous utiliserons.

Au deuxiéme chapitre, nous étudierons en détaille, comme dans [3], [19], le com-
portement singulier de la solution des problémes (P;), & = 1 a 6. La section 2.1, de ce
chapitre, est consacrée aux notations principales a la formulation mathématique des pro-
blémes. Dans la section 2.3, on démontre que le comportement singulier de la solution des
différents problémes est gouverné par une série des équations transcendantes :

(

sin? (¢ — D w — (0 — 1)*sin®w = 0 pour k=1
sin (@ —1)2w — (@ —1)sin2w =0 pour k=2

. —y 2 .
sin® (o — 1) w + 57% (o — 1) smzw—(lﬂ,)‘lm:O pour k=3
sin? (a — 1) w —sinw =0 pour k=4
sin (o — 1) 2w — 572 (@ — 1) sin 2w = 0 pour k=5
\ sin? (o — 1) w — (;—5)2 (v —1)*sin®w =0 pour k=6



Introduction Générale

Il est intéressant de remarquer qu’on a obtenu ici la méme suite d’équations transcen-
dantes que celle obtenue dans le contexte des plaques et le systéme de Lamé par plusieurs
auteurs voir (cf. [3], [15,7)], [20] et autres).

Nous calculons, pour chaque cas, la premiere solution singuliére dans le but de compléter
le tableau de P. Grisvard [15,17)] .

Ainsi, on démontre une condition nécessaire sur s de R, a savoir s — 1 < Re «, pour que
u, appartient & H® (), avec u, (r,0) = r®¢,, (0).

Par ailleurs, en mettre en évidence dans le cas de la fissure et ’angle plat, les fonctions
singulieres ainsi que le développement singulier de la solution faible. Les résultats essentiels

sont regroupés dans un tableau trées utile destiné aux utilisateurs.

Dans le troisiéme chapitre, et dans le cadre de la mécanique des milieux continus
qui exprime la loi de comportement c’est-a-dire la relation entre les champs des contraintes
appliquées et des déformations sous forme tensorielle, nous étudierons le comportement sin-
gulier de la solution du probléme de Dirichlet pour le systéme de Lamé (élasticité) dans
un polygone plan borné. Nous nous intéressons donc au singularités de la solution faible
u € [H?(Q))* du probleme :

(P) Lu=f dans (),
u=20 sur I'.
ou L est opérateur différentiel défini par :

L =pA+ A+ p) V(div)

ol A et p sont les constantes de Lamé ( A > 0, u > 0 ), v est un nombre réel ap-
pelé le coefficient de Poisson (O <v =< %) . uj, fj (j =1,2), o désignent respectivement les
composantes du vecteur déplacement, de la densité des forces extérieures et le tenseur des
contraintes linéarisées.

On montre, comme dans (cf. Merouani [19]) que le comportement singulier de la solution

est gouverné par 1’équation transcendante :

2

v

sin? aw = 0 o sinw, Rea > 0.
I/0+2

Cette équation est analogue a celle trouvée dans le contexte des plaques.
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Dans cette partie, constituant l'originalité de notre travail, nous intéressons au calcul
des coefficients de singularités par des techniques généralisant, & un systéme, celles utilisées
pour le bilaplacien dans [6] et [26].

On finira cette thése par une conclusion.



notations

Notations

Notations géométriques

Q C R* un ouvert borné.

00 =T la frontiere de €2; ds : la mesure de longueur sur I

Ty une partie (segment) de I'; I' = igf‘i.

wj I'ouverture de I'angle que font I'; et I';; vers l'intérieur de €.
S; les sommets de I'.

f la densité des forces volumiques données.
i le vecteur unitaire normal sortant.

‘g—z la dérivée normale.

v le coefficient de Poisson des plaques.
Vf le gradient de f.

div f la divergence de f.

A le Laplacien.

A? le bilaplacien.

a=(ay,qy,....,ay) €NV et la| = a; + ... + ay.
Espaces fonctionnels

D (Q)  Tespace des fonctions C'*° a support compact dans €.

D' (Q2) Tespace des distributions sur 2.

C* I’espace des fonctions k fois continument différentiables.

LP (2)  Pespace des fonctions de puissances p-iéme intégrable sur {2 pour la mesure de

Lebesgue.

(2) Pespace des fonctions (classes) essentiellement bornées.

W2 (§2)  Tespace de Sobolev d’ordre s (W5 (Q2) = H* (9)) .
(2) lespace de Sobolev d’ordre s, H® (Q) = L? ().

H§ () T'adhérence de D (Q2) dans H*® (£2) .
(@)

'espace des restrictions a 2 des éléments de H* (R").



notations

H*(Q) un sous-espace de H*® (€2) formé des u fonctions dont le prolongement @ par zéro
hors de Q appartient a H* (R").
H: (2) Tespace des fonctions u € L? (T') tel que :

[ 1w —upE B < o

2
[l = yll
IT



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre nous précisons quelques notations et rappels d’analyse fonctionnels
qui seront d’une grande importance dans notre travail. Pour les espaces de Sobolev, nous
rappelons la définition et quelques propriétés, les théorémes de traces dans les domaines

polygonaux.

1.1 Notations

) désigne un corps homogeéne, élastique et isotrope, occupant un domaine, borné de R?,
J

a frontiéres polygonale rectiligne I' = U fj. Les I'; sont des segments de droites ouverts.
j=1
Le coté |S;_1,.5;] est noté I';_; et éventuellement, 2 contient des fissures (voir Fig. 1).

L’ouvert défini ainsi est un domaine polygonale. Par suite, tous les résultats sur ce
type de domaine sont valables. Il est commode, en coordonnées polaires, de travailler a
I'origine. Donc, par une translation suivie d’une rotation, on peut ramener S;, I'; et I';_;
respectivement a O, 0, et O, ou w est I'angle que font O, et O, vers I'intérieur de 2. Il
suffit, dans toute la suite de faire 1’étude dans le secteur €2, plan, d’ouverture w, de rayon p
et de frontiere [yUT,UTp (voir Fig. 2). Sur I'arc I',, délimitant le secteur €2,,, on n’aura pas
besoin de conditions aux limites, étant donné qu’on s’intéresse & un voisinage V' du sommet

O ou les solutions sont & support compact.



1.1. NOTATIONS
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1.1. NOTATIONS

(Fig. 2)
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1.2. ESPACES DE SOBOLEV

J J

Uit 1 . o
T = ; sont respectivement la normale unitaire sortante et la
J

2 T2

tangente unitaire dans le sens positif sur la frontiere I' de 2.

n; =

M;(u) et N;(u) désignent les opérateurs différentiels frontiéres suivant :

0%u
M(u) [r, = Mi(u) = v;,(vAu+ (1 — V)a_772)>
et ,
0 o0°u
N(u)|r, = Ni(u) = —%'(a—mAU + (1 - V)w),

ou v, désigne I'application trace sur I'; et v € }O, %[ est le coefficient de Poisson du

matériau constituant la plaque.
La dérivées normale et la dérivée tangentielle, en fonction de 1, xo sont données par :

R R R B R )
8ni_?71(9x1 n28x2 or; nla@ 772(%1

1.2 Espaces de Sobolev

1.2.1 Les espaces de Sobolev

Les espace de Sobolev peuvent étre définis de différentes maniéres lorsque 1’ouvert consi-
déré est a frontiére réguliere. Les définitions correspondantes peuvent conduire & des espaces
différents lorsque la frontiére de () est peu réguliére. Pour cela nous avons préciser les défi-
nitions qu’on aura besoin d’utiliser dans notre travail.

Soit © un ouvert quelconque de R?, de frontiére I.

Définition 1.2.1 Soit m un entier positif. On désigne par H™ (Q2) le sous espaces des fonc-

tions de L* () telles que : D* (Q) € L?(Q) pour |a] X m. H™(Q) est muni de la norme :

2

2
lullo={ > 1D%l5q

laj=m

ou

2

[

o= | [ @ ds
Q

12



1.3. LES ESPACES DE TRACES

Pour s un nombre réel positif non entier on a s = [s] + 0, 0 < ¢ < 1 ou [s] désigne la

partie entiere de s, H* () est un sous espace de H*! (Q) pour les éléments vérifiant :

DO( Ol
//| 2+20( )| dxdy < +00

avec |a| = [s].

muni de la norme

o) o)
fulloo= {Nula+ 3 [ ey

oo|= =mao QO

NI

On distingue deux cas :
Pour s > 0 : H§ (€2) désigne la fermeture dans H* (£2) de l'espace D (£2) .
Pour s < 0: H®(Q) est le dual de H* (Q).

1.2.2 Domaines polygonaux

On dira qu'un ouvert plan borné 2 est un domaine polygonal si sa frontiere I" est la
réunion d’un nombre fini de segments de droite.

Dans le cas particulier, ou il n’y a pas de coupure (les w; < 27), on dira que €2 est
un domaine strictement polygonal, c’est donc un ouvert & frontiére lipshitsienne au sens de

Necas [23].

1.3 Les espaces de traces

1.3.1 Traces des fonctions continues dans des domaines réguliers

Rappelons d’abord les théorémes de trace dans le cadre des fonctions contintiment dif-
férentiables de C* (ﬁ) dans des domaines réguliers :

Pour s = 0 entier, la restriction u | de u sur la frontiere I', notée simplement u ou
encore 7,u, d'une fonction de C* (ﬁ) est bien définie comme fonction de C*® (I") et appelée
la trace de u sur I'.

Si on désigne par 7 (x), pour tout = € I, le vecteur unitaire normal en z a I" et orienté

vers l'extérieur de €2, et par Vu le gradient de u défini par :
Vu = (alu, agu) .

13



1.3. LES ESPACES DE TRACES

Etant donné une fonction u de C* (ﬁ), pour un entier £ > 1, son gradient a une trace sur
I' et la fonction Vu - n, notée g—z ou encore v, u, est bien définie comme fonction de C*~1 (T")

et appelée la trace de la dérivée normale sur I' qu’on peut I’écrire :

1.3.2 Traces dans les domaines polygonaux

11
Gagliardo [8] & donné une caractérisation de I'espace W, ” (I') des restrictions a I" des

fonctions de W (€2) , soit ds la mesure de longueur sur T'.

Définition 1.3.1 On désigne par ka; (T') lespace des fonctions f € L, (I') telles que :

1@ -1 wr S D iy <o

|z — yl”
I'x T

Théoréme 1.3.2 L’application u — u|r qui est bien définie sur D (ﬁ) admet un prolonge-

1-1
ment vy, par densité, qui est un opérateur linéaire surjectif de W, (Q) (H' (Q)) sur W, 7 (I).
Son noyau est W) (Q).

11
11 est instructif de décomposer 'espace W, * (I') en morceaux correspondant a chacun

des cotéls Il’j. On pose pour cela f; = f }pj la restriction de f a I';, d’aprés la définition 1.3.1
fi € W, 7 (T;) (I'; est un segment de droite donc un ouvert de R, les fonctions f; ne sont
pas toujours indépendantes entres elle). En effet on a la :

1

(I') si et seulement si f; € Wpl_g (T';)

1

1—
Proposition 1.3.3 La fonction f appartient a W, *

pour tout j et en outre :

i) f;(S5) = fi+1(5;), 1 <j< Nsip-2

i) [ 1f (x5 (=0)) = fisa (2 (0)]P 92 < 400, 1 < j < Nsip=2

ot ;‘j (0) (resp z; (—0)) désigne le point de I'j1q (resp I';) a distance o du sommet S;.

- La condition ©) a un sens puisque d’aprés le théoréme de Sobolev, la fonction f; est
continue sur I'; donc en S; et en S;_;.

Cette condition est naturelle car une fonction f continue sur I' est aprés découpage une

collection de f; continues qui se raccordent aux sommets.

14



1.3. LES ESPACES DE TRACES

- La condition 1) exprime que f; et fji1 coincidents en S; mais dans un sens faible et
on notera :
o~ Fit
fj s; f]—i—

) 1
Hz= (T (Wpl ? (F)) n’est pas 'espace des traces g_:; de H? (Q). La discontinuité de la

normale aux coins nous empéche de définir les espaces de traces comme dans le cas des
ouverts a frontiére réguliere. On considere donc les traces sur chacun des cotés I';, avec des
conditions de compatibilité. Pour expliquer cette difficulté nous allons utiliser I’analogie avec

les espaces de fonction continument différentiables. Il est clair que I'application :
'yoj:ur—>u‘pj , J=1N

est définie de C° (Q) sur C°(T') . Par ailleurs il est clair que I'application :

ou s —
71JUH{f]:%|F]}7]:1)N
J

N
est de C* () sur HC’O (T;) . On définie une fonction f sur I' par :
=1

fi="rlr, -

On obtient pas nécessairement un élément de C°(T'). En d’autres termes, la dérivée
normale au bord d’une fonction u de C* (ﬁ) n’appartient pas a l’espace des restrictions
au bord des éléments de C° (ﬁ) . Un phénomeéne similaire se produit dans les espaces de
Sobolev.

La difficulté ci- dessus est a l'origine du choix fait ici de considérer les traces sur chacun
des cotés I'; et non pas globalement, puis de chercher les conditions de compatibilité entre
ces diverses traces. Comme dans la proposition 1.3.3.

Avant de donner un énoncé précis des conditions de compatibilité nous introduisons
quelques notations :

Soit, L I'opérateur différentiel a coefficients constants d’ordre d, pour chaque j, on peut

développer L sur les puissances de % :
J

>t
L=) Ljryg
k=0 onj
ou L est un opérateur différentiel tangentiel & I'; c’est-a-dire un polynéme de degré
d
S d—k en E

15



1.3. LES ESPACES DE TRACES

Théoréme 1.3.4 L’application : u — {gwk} j=12...N qui est définie pour u dans D (ﬁ)
20,1, m—1
ak
k (u

par :

admet un prolongement par densité qui est un opérateur linéaire continu surjectif de

Wi () sur le sous espace de :
N m—1

TITIw "

7j=1k=0

défini par les conditions sutvantes :Pour tout opérateur différentiel L a coefficients constants
dordre d<m —1on a :

i z (Lix g,4) (S) = 2 (Lysrs 9,00) ()

pourd%m—%et.

”) Zij gj,k ZLJ+1 k 911,k
J
pourd m—1 etp—2

Une démonstration compléte est donnée dans Grisvard [16] ot on considére également
le cas d’un polygone curviligne.

Dans le cas particulier o m = 2, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.5 Soit vo;u = g; et vy;u = hy, alors Uapplication trace u — {gj, hj} est un
N

opérateur linéaire continu surjectif de H? (Q) sur le sous espace de H Hs (I';) x H: (I';)
j=1
défini par les conditions suivantes :

9, (Sj) =91 (Sj) pour tout j

et

1 ’ .
9,5 —cosw;g,, +sinw;h,
J

. !
h; o —sinw;g - coswih,,

i
pour tout j (les signes ' désignant la différentiation tangentielle (en 77 ) ).
Définition 1.3.6 Pour u € D (ﬁ) , nous définissons les opérateurs de traces M, N comme

suit :

Mu =vAu+ (1 —v) (9fu 5] + 207u nyny + 05u n3) .

16



1.3. LES ESPACES DE TRACES

0Au
Nu = on + (1 =) (0fw mny — Ofyu (1] — n3) + 5w miny) -

ot v est un nombre réel appelé coefficient de Poisson (0 <v = %) )

1.3.3 Formule de Green

Lemme 1.3.7 Pour deuz fonctions u € D (Q), v € H?(Q) on a la formule de Green

suwvante :

/(AQU)vda: =a(u,v) — /(Mu)fylvdo + /(Nu)’yovda

Qu r

ot a (u,v) est une forme bilinéaire définie de H? () x H? (2) comme suit

920 5% 2u v 9%*u 0%v
2 _ _ _ _
/ (Aujvdz = / Aududs / [“ ) (ax% 9 02,00, 010z, | 02 aﬁﬂ e

w w w

(

_ / o (Mu)0(8) + 70(Nu)yev| do

\ r

Preuve. On utilise la décomposition du biliplacien suivante :
A2 = 02 (LO2) + 02 (2(1 — 1) 82) + 2 (w0?) + 02 (vO?) + 2 (1.01) .

et nous appliquant la formule de Green deux fois. =

17



Chapitre 2

Calcul des solutions singuliéres pour

différents problémes

Dans ce chapitre on donnera une description explicite, comme dans [3] et ([15],7)) des
singularités des solutions faibles de quelques problémes aux limites gouvernés par le bilapla-
cien dans un polygone plan borné,. On montre que le comportement singulier des solutions
est gouverné par une série d’équations transcendantes, analogues a celle obtenue dans le
contexte des plaques et le systéme de Lamé par plusieurs auteurs voir ([3], [15,17)], et autres).
On mettra en évidence, dans chaque cas (y compris de la fissure et de ’angle plat lorsqu’il
s’agit d’un probléeme mélé), les fonctions singuliéres ainsi que le développement singulier de
la solution.

L’essentiel de notre travail dans ce chapitre est le prolongement du tableau de P. Grisvard
destiné aux utilisateurs. En effet, pour les premieres fonctions singuliére, on regroupera les

résultats essentiels dans un tableau prolongeant celui de P. Grisvard ([15],1)).

2.1 Formulation mathématique des problémes (P;), k =
1a6b6

On considére ici une famille de 6 problémes gouvernés par le bilaplacien dans un polygone

plan borné, c’est-a-dire pour f € L*(Q), on cherche u si possible dans H* (), solution
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2.1. FORMULATION MATHEMATIQUE DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

de :

A%y = f dans Q,
(Pk) Bgu =0 sur Fo,

By =0 sur T,.

ou les opérateurs frontiéres sont :
(

1, —
Byu =

Blu =

w

= §E §

= 2 = £

sur [y

sur I',,

sur I’y

sur 'y

sur I,

sur I'y

sur I',,

sur I’y

sur I'y,



2.1. FORMULATION MATHEMATIQUE DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

2.1.1 Interprétation physique des problémes (P;), k=1 a6

Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N (u) est la force transversale composée
de la force de cisaillement et du moment de torsion.

Ces problémes représentent différents modéles mathématiques d’une plaque, u(x) étant le
déplacement perpendiculaire a la plaque au point z (sous I'hypothése de petits déplacements),
f est la densité de force et les conditions au bord (1) a (6) signifient que la plaque est :

- encastrée au bords I'g et I',,, pour le premier probléme,

encastrée au bord I'y et simplement supportée au bord I',, pour le second probléme,

encastrée au bord I'y et libre au bord I',,, pour le troisieme probléeme,

simplement supportée au bords I'g et I',, , pour le quatriéme probléme,
- simplement supportée au bord I'y et libre au bord I',,, pour le cinquiéme probléme,

- libre au bords I'y et I',, pour le sixiéme probléme.

La méthode variationnelle usuelle, étant valable dans les domaines a frontiere polygonale
ainsi que dans le cas des fissures (voir [19]), on est assuré de l'existence et de I'unicité d’une
solution variationnelle v € H?(€),). C’est pourquoi dans ce qui suit nous partirons d’une
solution u € H 2(£,,). De plus les théorémes habituels de régularité permettent d’affirmer
d’apres S. Agmon [2] que u € H?*(Q,, N C'V) pour tout voisinage fermé V' du sommet O de
Q.

2.1.2 Formulation des problémes (P;), k=1 a 6.

1) Probléme (P) :
a) Formulation du probléme (P) :
On consideére ici un probléme aux limites modeéle intermédiaire pour le bilaplacien, c’est-

a-dire pour f € L*(Q), on cherche u, si possible dans H? (€2,,), solution de

(

N*u = f dans Q, (1)
Biu = ;L B sur Ty, (2)
(F2) oy =0
u=>0
B2y = sur [,.  (3)
M (u)=0

\

b) Interprétation physique du probléme (P;) :
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2.1. FORMULATION MATHEMATIQUE DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N (u) est la force transversale composée
de la force de cisaillement et du moment de torsion. Ce probléme représente un modéle
mathématique d’une plaque : u(z) étant le déplacement perpendiculaire a la plaque au point
x (sous I'hypothése de petits déplacements), f est la densité de force et les conditions au
bord sur I'y (respt sur I',,) signifient que la plaque est encastrée sur I'y (pas de déplacement
des points de cette partie du bord) et simplement supportée au bord T',,.

2) Probléme (P) :

a) Formulation du probléme (P) :

On considére ici un probléme aux limites gouverné par le bilaplacien, c’est- a-dire pour

f € L?*(Q), on cherche u, si possible dans H? (€),), solution de :

( A*u = f dans Q,, (1)

(F3) Gi=0 ’ 2
N (u)=0

M (u)=0 )

3

b) Interprétation physique du probléme (P3) :

Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N (u) est la force transversale composée
de la force de cisaillement et du moment de torsion. Ce probléme représente un modéle
mathématique d’une plaque : u(z) étant le déplacement perpendiculaire a la plaque au
point x (sous I'hypotheése de petits déplacement), f est la densité de force volumique et les
conditions au bord sur I'y et T',, signifient que la plaque est encastrée au bord I'y et libre au
bord I',, c’est-a-dire aucune force n’est appliquée sur le bord.

3) Probléme (P) :

a) Formulation du probléme (F)) :

On considére ici un probléme aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c¢’est- a-dire

pour f € L?(Q), on cherche u, si possible dans H? (), solution de :

NA?*uy = f dans Q,, (1)

(7 u=M(u)=0surI'. (2)

b) Interprétation physique du probléme (P;) :
Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N (u) est la force transversale composée

de la force de cisaillement et du moment de torsion. Ce probléme représente un modele
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2.1. FORMULATION MATHEMATIQUE DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

mathématique d’une plaque : u(z) étant le déplacement perpendiculaire & la plaque au point
x (sous I’hypothese de petits déplacements), f est la densité de force et les conditions au
bord (2) signifient que la plaque est simplement supportée.

4) Probléme (F;) :

a) Formulation du probléme (F5) :

On considére ici un probleme aux limites gouverné par le bilaplacien, c’est- a-dire pour

f € L*(Q), on cherche u, si possible dans H? (€2,,), solution de :

(A2 = f dans Q,, (1)
u=0
. 2
(F5) M(u) =0 )
N (u) =
\ M (u)=0 @)

b) Interprétation physique du probléme (F5) :

Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N (u) est la force transversale composée
de la force de cisaillement et du moment de torsion. Ce probléme représente un modéle
mathématique d’'une plaque : u(x) étant le déplacement perpendiculaire a la plaque au
point x (sous I'hypothése de petits déplacements), f est la densité de force volumique et les
conditions au bord sur I'y et ', signifient que la plaque est simplement supportée au bord
I'y et libre au bord I',,.

5) Probléme (F) :

a) Formulation du probléme (F;) :

On considére ici un probléme aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c¢’est- a-dire

pour f € L*(Q), on cherche u, si possible dans H? (Q,,), solution de :

A%y = f dans €,
(Ps) N (u)=0
M (u)=0

sur I'.

b) Interprétation physique du probléme (F;) :
Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N (u) est la force transversale composée
de la force de cisaillement et du moment de torsion. Ce probléme représente un modéle

mathématique d’'une plaque : u(x) étant le déplacement perpendiculaire a la plaque au
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2.2. SEPARATION DES VARIABLES EN COORDONNEES POLAIRES

point z (sous I'hypothése de petits déplacement), f est la densité de force volumique et les

conditions aux bord sur I'g et ', signifient que la plaque est libre au bords I'g et T',,.

Pour étudier le comportement de u pres des sommets, nous utilisons les résultats de
H. Blum et R. Rannachar [3] et on se concentre sur le calcul des fonctions singuliéres pour

prolonger le tableau de Grisvard [15,1)].

Notations :

Soit 2 un ouvert borné de R?, & frontiére polygonale composée de trois partie disjointes
0Np, 00N, 0.

Sans perte de généralité, nous restreignons notre analyse au voisinage V' d’un point
critique isolé S}, qui coincide avec 'origine des axes de coordonnées, de plus nous supposons
que chacun des cotés I';, I';11 appartient seulement a I'un des ensembles 9€2p, 002y, 0.
L’angle intérieur w; au sommet S; varie dans l'intervalle |0, 27| c’est-a-dire le cas w; = 0 est
exclu, mais le cas de la fissure w; = 27 est considéré, les coordonnées polaires sont notées
(r;,0;), Poutil de base pour notre analyse est la méthode de Kondratiev [17].

Nous omettrons dorénavant 'indice j et nous posons I'; =T'y, I';; = I's.

Soient f € L*(2), u la solution faible du probléme (P;), k=1 a 6.

La forme u, (r,0) = r*¢,, (0) , a € C est beaucoup mieux adaptée a la géométrie de €.
De plus la régularité de u est essentiellement déterminée par le Rec, pour que u, € H ().
On admet la condition suffisante. Pour les différents problémes on mettra en évidence les
fonctions singuliéres, y compris le cas de la fissure et de ’angle plat lorsqu’il s’agit du
probléme mélé, les premiéres fonctions singuliéres, souvent utilisées en pratique, feront ’objet

d’un tableau récapitulatif qui regroupera celui de P. Grisvard ([15],7)).

2.2 Séparation des variables en coordonnées polaires

L’idée de base est le changement de variable r = e’ ( donc d; = r0,) transformant le
domaine (2 dans la bande B,, = R x |0, w[ puis considérer les solutions de la forme u, (r,6) =
r®,, (0) dans I'équation A%u = 0 dans €, et les différentes conditions aux limites.

11 suffit de considérer le probleme homogene :

Ay = 0.
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2.2. SEPARATION DES VARIABLES EN COORDONNEES POLAIRES

En coordonnées polaires le bilaplacien s’écrit :
A2_84 2 03 2 o0t 2 0 10 1 02 4 9? 1 o4
Cort  rord  r29r200%  r39roe*  r30r  r2or?  rtoe?  riopt
Cette derniére équation devient :

64u+ 164u+ 16u_ 182u+283u+ 482u_ 2 Ou N 2 ' B
ort i oet 3 or  r2or2  rord  rtop:  r3orof:  r2or200®

On sépare les variables en coordonnées polaires en posant u, (r,0) = r*¢, (#). On en
déduit une équation différentielle ordinaire d’ordre 4, dans |0, w], dépendant d’un parametre

complexe « (v) :
Pt o (0) + (20° — da + 4) 6P (0) + (o — da® + 40%) 6, (6)| = 0. (%)
e Pour a ¢ {0, 1,2} une solution générale de cette équation est donnée par :
G (0) = c1sinaf + ¢y cos af + cgsin (o — 2) 0 + ¢4 cos (a — 2) 6. (%)
e Pour o € {0,2} :
¢ (0) =1+ 20 + c38in 20 + ¢4 cos 26. (x * %)
e Pour o =1:
¢ (0) = c18in0 + c208in 6 + c3cosf + 40 cos 6. (% s k)

avec cy, Cg, C3, C4, des constantes.

e Les conditions aux limites homogenes correspondant aux cas (1) a (6) donnent :

o (0) = &5 (0) =0,
0.

0 (0) = ¢, (0) =0,
Ga (W) + (a® + (L —v)a) g, (w) = (3)
" (W) +[2=v)a?=3a(1—v)+2(1-v)]¢, (W) =0.
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2.3. EQUATIONS TRANSCENDANTES GOUVERNANT LE COMPORTEMENT
SINGULIER (E<K>, K=1A 6)

o (0) = ¢ (0) + (va? + (1 —v)a) ¢, (0) = 0,
bu (W) + (va® + (1 —v) a) ¢, (w) =
o) (W) +[(2—1v)a?—3a(l—v)+2(1—v)]¢, (w) = 0.

du (0) + (va?2 + (1 - v)a) ¢, (0) =

2—v)a® —3a(l—v) ] 4 (0) = 0.

%a 0+ +2(1—v)

[ Ga (@) + (a? + (1= v)a) ¢, (w) = ¢ (W) +[(2 = v)a® = 3a (1 —v) +2(1 - )] ¢, (w) = 0.

(6')

2.3 Equations transcendantes gouvernant le compor-

tement singulier (E(k), k=1la 6)

E®) est I’ensemble des « réelle ou complexe, telles que le probléme aux limites homogene

admet une solution non identiquement nulle et est définie par la :

Proposition 2.3.1 Le probléme homogéne

, A%y =0,
(Pk> { &), k=1,..,6
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2.3. EQUATIONS TRANSCENDANTES GOUVERNANT LE COMPORTEMENT
SINGULIER (E<K K=1A 6)

détermine u non nulle lorsque a (# 0,1,2) est solution de l’équation caractéristique cor-

respondante :
(2.1) sin? (o — 1) w=(ar — 1)’ sin®w pour (P})
(2.2) sin (a — 1) 2w = (o — 1) sin 2w pour (P)
(2.3) sin? (o — 1) w = —;HF—V (a—1)*sin®w + le pour (Pj)
(2.4) sin? (o — 1) w = sin’ w pour (FPj)
(2.5) sin (o — 1) 2w = 37% (o — 1) sin 2w pour (P%)
(2.6) sin(a — 1)w = (;TZ)Q (o — 1) sin 2w pour (Ff)

Les valeurs exceptionnelles o = 0,1,2 donnent l’analogue de (2.k), k=1 a 6 :

sin 2w (2 — cos 2w — sin 2w + 2w) — 4w =0 pour o =0, 2
(21) sinw—w?=0 pour o = 1
2w cos 2w — sin 2w = 0 pour a =0
{ —3sin 2w — 4vsin 2w cos 2w + 8w (1 4 ) cos 2w = 0 pour o = 2
—Sin2w—w:O pour o =1

, (1 —-v)cos2w = —(1+v) pour a = 0,2
(2:3) 9cos2w + 12wsin 2w + 20 =0 pour a =1
sin2w:(),w€{g,7r, 2,27r} pour a =0
{ 2wsin 2w =0 pour o = 2
sinw,w € {m, 27} pour o = 1

(2. 5) { sin2w =0,w € {g, , 2,277} pour a =0, 2
, Sinw:(),we{7T,27T},cosw:0,cuE{;—r,%7r pour o = 2
(2:6) sin2w =0 pour a =0

Au courant de calcul des solutions singuliéres, au paragraphe suivant, on déduira les
relations (2.k), k=1 a 6.

Soulignons que la suite d’équations est obtenue par plusieurs auteurs (Grisvard-Merouani,
Aibeche-Chikouche).

Par exemple dans Blum et Rannacher 1980, on trouve en détail ’étude des racines des

équations transcendantes (2.k), k=1 a 6.
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2.4. REGULARITE MAXIMALE

2.4 Reégularité maximale

Soit ozl(k), [ entier > 1, une énumeération des racines des équations (2.k), k = 1 a4 6
et I/l(k) la multiplicité correspondante, r*¢, (f) étant calculées explicitement, une condition
nécessaire pour qu’elle soient H7 (2) est 0 — 1 < Rea (c’est-a-dire régularité maximale).

Elle est suffisante si on applique la méthode de Kondratiev [17] ou de Grisvard

([15],4)) -

Théoréme 2.4.1 de ([15], i) et [17]) Soit u € W3 (Q) une solution variationnelle de (Py),

k=1a6, avec f € W} (Q), il existe des nombres ¢, et dy, tels que :

— _ m—+4
u E V0 E AU 00 € Wy () (2.7)
1<Real(k)<m+4—% 1<Real(k)<m+4—%
vy =2

") ne soit égal & m +4 — 2,

a condition qu’aucun des Re ozg 5

Remarque 2.4.2 On peut omettre le terme correspondant & o = 2 lorsque :

" . ’ " . ’
—cosw;g; —sinw;h; o~ —cosw;g;y, — sinw;h; g
J

et :

2
m = — — 2.
p

Pour la démonstration du théoreme 2.4.1, il suffit d’utilisé la méthode de Kondratiev
(dans le cas ou p = 2).

Il est intéressant de traiter le cas de la fissure (w = 27) pour cela on a :

Proposition 2.4.3 Soit w = 2m. Alors la solution variationnelle u € W3 () du probléme

(Py), k=1 a 6, appartient a W; (Q) deés que :

p <4 pourles cas (1),(4) et (6)
p=<5 pourles cas (2),(3) et (5)

Preuve. Soit w = 27. Alors les équations (2.k), k = 1 & 6 deviennent respectivement :

sin? (¢ — 1) 27 = 0 pour k =1,4,6
sin ( —1)4r =0 pour k = 2,5

sin? (a — 1) 27 = pour k = 3.

4
(1-v)(3+v)

27



2.5. SOLUTIONS SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6

Donc pour £ = 1,4 et 6 les racines al(k) sont explicitement les nombres :

[

k . .
) <3 ce qui assure bien la

Evidemment il n’ya aucune racine dans la bande 1 < Re al( %

2

régularité de u dans W7 (Q) pour 2 — 2 < 3

5, clest-a-dire p < 4 et w = 27. On fait la
méme chose pour les cas (2),(5). Cependant les racines de I’équation sin? (o —1)27 =

m (cas (3)) sont explicitement les nombres complexes :
(3) _ [ [

' l—v o
o —Z$Elog(3+y>, [ impair € Z,

) ne dépend pas du coefficient v; de plus il n’y a

il est intéressant de remarquer que Re ozl(k
aucune racine Re ozl(g), [ impaire Z, vérifiant : 1 < Re ozgk) < g. Ce qui implique bien que u
€ W72 () des que 2 — 1—2) < 2, Cest-a-dire p < § (et bien str w = 2m).

Ajoutons que dans le cas d'un angle plat w = 7, on a (pour le cas (3)) :

l ' 1-—
al(g)zﬁiF%log <3+Z), [ impair € Z

et la régularité de u coincide avec les cas (1), (4) et (6) pour w = 27. ®

\

2.5 Solutions singuliéres des problémes (P;), k=1 a 6

Il est immeédiat de vérifier qu’un tel type de solution appartient & Wp2 (V) si et seulement

M o 1 tandis qu’il appartient a W;"H (V) si et seulement si Re ozl(k)

SiReozl( >—m—|—4—%,ceci
contredit le théoreme de régularité habituel deés qu'il existe un «; solution de (2.k), k =1
a 6 dans l'intervalle ]O.m +4 — %] . Le role de ces fonctions sera précisé dans un énoncé un
peu plus loin.

Les solutions singuliéres des différents problémes (Py), k = 1 a 6, sont regroupées dans

la proposition suivantes :

Proposition 2.5.1 (P. Grisvard [15],1)) Soit al(k), [ = 1 une énumération des racines de
Uéquation (2.k), k=1 a 6, avec al(k) #£0,1,2 pour tout k ; alors les solutions singuliéres de

(Py), k=1 a 6, sont données par :
Vi (r,0) = " 6 (0) (2:8)
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2.5. SOLUTIONS SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6

et
To‘l(k) [Logr ¢a(k) (0) + 8a(k)¢a(k) 0)] siw=<27m
l l l

L k=1,..6
T (0) Stw =21
l

U (r,0) = :
ot ozgk), k=1 a6, est tel que 1 < Re ozl(k) <m+4— %, et gbal(k) ), @/}al(k) (0) sont de
classe C* sur 10, w|.

Dans ce qui suit nous allons déterminer les solutions singuliéres du probléme homogene
(P,;) et par suite celles du probléme non homogéne correspondant et ceci dans les deux cas :
Domaine fissuré et domaine non fissuré, et pour ne pas alourdir I’exposé par des calculs,
nous allons faire seulement les calculs pour les cas du (probléme de Dirichlet et le probléme
mélé), les méme techniques pour les autres cas :

1) Solutions singuliéres du probléme de Dirichlet :

a) Siw<27:

Soit al(l), [ > 1 une énumeération des racines (# 0, 1,2) de I’équation (2.1) dans la bande :

2
1<Real(1)<m—|—4——
p

Une solution générale de (x) est donnée par (*x). En utilisant (1) en = 0, cela implique :
oty =0, aci + (a@—2)c3 =0 (1)
et par suite (1') en § = w et (/) donnent le systéme suivant d’inconnue ¢; et ¢y :

sin aw — ﬁsin(a —2)w| 14 [cosaw — cos (o — 2) w] e =0

(Sp)
[acos aw — acos (v — 2)w] ¢y + [—asinaw + (o — 2)sin (a —2)w]ca =0

(Sp) admet une solution non identiquement nulle si et seulement si son déterminant est
nul, ceci donne bien I’équation transcendante (2.1). Donc pour tout a (# 0,1,2) réelle ou
complexe solution de (2.1) les solutions du systéme (Sp) décrivent bien une droite.

Donc le choix de ¢; par exemple détermine bien les autres ¢;, i = 2 a 4.

Soit :
a

=) sin (o — 2)w

¢1 = cosaw — cos (a0 — 2)w, ¢ = sinaw —

et par suite c3 et ¢4, donc :

«

¢, (0) = |sinaw —

- sin(a—2)w} [cos af) — cos (o — 2) 0] ¢ —

azsin(a—2)9 1

[cos aw — cos (a — 2) w] {sin af) —
o —
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2.5. SOLUTIONS SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6

b) Si w = 27 (cas de la fissure) :
Dans ce cas la solution générale (xx) devient d’apres 'utilisation de la condition au

limite en # = 0 ( ce qui donne (2.1)).

Alors :
sin aw — %5 sin (o — 2)w cos aw — cos (o — 2) w
@ c1 + =0
acosaw — acos (o — 2)w —asinaw + (o — 2) sin (a — 2) w

Reste a utiliser la condition au limite en § = 2. On a ¢, (27) = 0 équivaut a :

— ﬁ sin 27w 0
c + co =0
0 —2sin 27w

4

c1 ou ¢y est non nulle si et seulement si —

sin? 2w = 0, les racines de cette équation

sont évidentes, ce sont les nombres :

Ces racines sont de multiplicité 3; = 2 sauf pour [ =4 otion a 3, = 1.

2) Solutions singuliéres du probléme mélé :
a) Siw=<27:

Soit ozl(?’), [ > 1 une énumération des racines (# 0, 1, 2) de I’équation (2.3) dans la bande :

2
1<Real(3)<m—|—4——
p

Une solution générale de () est donnée par (xx). En utilisant (3') en § = 0, cela implique
la relation (1), et par suite (3') en § = w et (/) donnent le systéme suivant d’inconnue ¢; et
Co

[—a(l—u) sin aw — %sin(a—%w] 1+ 0

[—a(1—=v)cosaw —[4 — a (1l —v)]cos (o —2)w]cy

(a=2)

[a(l—y)cosozw—L[4+(a—2)(1—y)]cos(oz—2)w] c

—[a(l=v)sinaw —[4 + (o —2) (1 — v)]sin (o — 2) w] ¢z

\
(Sp) admet une solution non identiquement nulle si et seulement si son déterminant est
nul, ceci donne bien I’équation transcendante (2.3). Donc pour tout a (# 0,1,2) réelle ou

complexe solution de (2.3) les solutions du systéme (Sp) décrivent bien une droite.
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2.5. SOLUTIONS SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6

Donc le choix de ¢; par exemple détermine bien les autres ¢;,7 = 2 a 4.

Soit :

¢ = —a(l—u)cosaw—[4[—04(1(—V)];:]os(a—2)w,
. ad—a(l—-v) .
g = —a(l—v)sinaw — ) sin (a0 — 2) w.
Ou bien :
g = —a(l-v)sinaw—[4+ (a—2)(1—v)]sin(a—2)w
ca = a(l—-v)cosaw — 44+ (a—2)(1—=v)]cos(a—2)w

(o —2)

et par suite c3 et ¢4, donc :

5 (0) [ [—a(l—l/)sinozw—%sin(a—@w} X
e = Cy +
[cos af) — cos (o — 2) 0]

[—a(l—v)cosaw —[4 — a (1l —v)]cos (a — 2) w] X

[sin o — =25 sin (a — 2) 6]

a
a—2

C1.

b) Si w = 27 (cas de la fissure) :
Dans ce cas la solution générale (%) de () devient d’apres I'utilisation de la condition

au limite en 6 = 0( ce qui donne (2.3)).

Alors :
—@(1—y)sinaw—%sin(a—2)w -
a(l-v)cosaw — %5 4+ (a—2) (1 —v)]cos(a - 2w
=0 (1)
—a(l—v)cosaw —[4—a(l—v)|cos(a—2)w
C2
—[a(l—v)sinaw — [4+4 (o —2) (1 — v)]sin (@ — 2) w]
€1 ou ¢y est non nulle si et seulement si :
1—v 4
in? (0 — 1)w=— —1)%sin? =0
sin® (o — 1w 3—}—1/(& ) sin w+(1_,/)(3_|_1/)
w = 2w, donc :
E = {aeC/sin*(a—1)2r = A , Rea>1
(1-v)(3+v)

l 7 1-v
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2.5. SOLUTIONS SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6

Les racines de cette équation sont évidentes, ce sont les nombres complexes :

Donc :

Dol D (122 ey
4:F47T0g<3+1/>’ T

o]

e Pour [ = 2n, les constantes ¢; sont nulles.

e Pour!=2n+1:

sin (¢ —2)27 =

cos(a—2)2r =

1% — sin 2 l z'l 1—v
sin 2am = sin 27 4¢47r og Ny

i lm ilo 1—v
in|—
™ & 3+ v

2 "2
Y _il 1—v)\] Ir .
Sl — COS | — 10, COS — SIn
2 ‘2% 35, T

e (557)
(—1)" cos |

o (227)] — 2(—1)"
_21g(3+v)_ (1—v)(3+v)7

5 5 { z'l 1—v
coS = Cos -F—1o
an m 4.:':47'(' & 3+v

lm 2'1 1—v
sy T 3,
lm @'1 1—v T @'1 1—v
— — n—sin | =
COSQCOS 2og 51 F si 2S 2og 51

(—1)"sin B log (;—Z” - i[(l(__lzz E?l) j: Z;]

=

Remplagant les derniéres relations dans le systéme (1/7) on trouve le systéme suivant :

et par suite c3 et c4.

n 1
—4a(14v)(=1) . e+
(a—=2)[(1-v)(3+v)] 2 i
=0&c =0 7é 0
acymasn) [T
I 2
[(1-r)(3+v)]2 -1
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2.5. SOLUTIONS SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6

Donc :

b, (0) = |sinald —

a 2sin(a—2)9 ¢1 + [cos af) — cos (a — 2) 0] cs.
P

Les valeurs exceptionnelles de « : 0,1, 2 sont des poles simple de la résolvante R («) de

A? et correspondent aux angles particulier w des équations (2.k), k =1 a 6.

Plus précisément on a :

Proposition 2.5.2 Dans le cas ot o = 0,1 et 2, les solutions u de (P), k =1 a 6, sont

réguliéres.

e k=1 (probléme de Dirichlet) :
Pour a =10,2:
¢ (0) = (1 —cos20)cy + (sinf — 260) c3
ou
C4 = —C1, Cog = —2c3
g =2(sin2w — 1), ¢3 =sin2w
Pour a=1:
¢1(0) = (sinf — O cos ) c; + cofsin b
ou
cy = —c1, c3=0
€1 =wsinw, ¢y =sinw — wcosw
e k=2 (probléme de Dirichlet/S) :
Pour a =0,2:
®(0) = (1—cos26)c; + (sinh — 20) c3
ou
Ccy = —Cp, Cg = —2c3
c1 =sin2w — 2w, c3 =1 — cos 2w
Pour a =1:

¢ (0) = (sinf — O cos ) ¢y + cx0sin 6

ou
cy = —c1, cg =0

€1 = 2cosw, cp = 2sinw
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2.5. SOLUTIONS SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6

e k=3 (probléme mélé) :
Pour a =2:

o3 (9) =0

Pour a =0:
0o (0) = (1 —cos20) ¢y + (sinf — 20) c3
ou
€y = —C1, Co = —2c3
cg=(14v)cos2w+ (1 —v), cs=(1+v)sin2w
Pour a =1:
¢ (0) = (sin — O cos ) cy + (fcosh —20sinb) c5
ou
Ccy = —C1, Cg = —2c3
c1 = —3sin2 — 2w, c3 =1+ 3cos 2w
e k=4 (probléme de S/S) :
Pour a=0,2:
¢ (0) =sin20c3, w € {77', g, §,2ﬂ}
ou c3 # 0.
Pour a =1:
¢, (0) =sinfey, w € {m, 27}
oucy #0
e k=5 (probléme de S/Neumann) :

Pour a =0:
1+U . T 37
Gy (0) = c1 (9 (1—y> cos?w—l—sm29>, w E {W’§77’2W}

Pour o =2

ou ¢y # 0.

3
0 (0) = sin20cs, w € W,E,—W,Qﬂ'
2 2
ol c3 # 0
Pour a=1:

¢, (0) =sinfcy, ¢1 #0
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2.6. DEVELOPPEMENT SINGULIER DE LA SOLUTION VARIATIONNELLE DU
PROBLEME (Px), K =1 A6

e k=6 (probléme de Neumann) :

Pour a =0:

¢, w¢ {m 2r}
Cbo (6) = 1+ .
¢+ (220 + sin 26) ¢3, w € {m, 27}
ou ¢y, c3 # 0.
Pour a =2
1+v :
c1 (172) cos 260 + c3sin 26, w € {7, 2n}
¢y (0) = (1 )

c3sin26, w € {g,%”
ou C1,Cs3 7£ 0
Pour a =1:

¢4 (0) = sinfey + cosbcy, c1, co #0

2.6 Developpement singulier de la solution variation-

nelle du probléme (P;), k=1 a 6

C’est ici que se manifestent I'utilité des résultats des paragraphes précédents. On dispose
donc de tous les ingrédients du théoréme (de régularité et décomposition).

On s’intéresse au comportement de u*), solution de (P;), k = 1 & 6, au voisinage du
sommet O de ). En générale u¥) ¢ W (Q), pour f € W (Q).

Cependant, le bilaplacien et les différents opérateurs au bord BE et BX, étant homogenes
et a coefficients constants.

On sait (cf. ([15],4) [16] ) qu'il existe des nombres cl(k) et dl(k) tels que (ozl(k), [ > 1) :

ug) o Z Cl(k)‘/l(k) B Z dl(k:)Ul(k) € W;:H_4 (V) (29)

1<Re al(?) <m+4f% 1<Re al(?) <m+4f%

= Bi=

a condition qu’aucun des Re ozl( )

ne soit égale & m + 4 — %, kE=1a 6; ou 3 est la
multiplicité de la racine, réelle ou complexe, al(k) d’une certaine relation qu’on précisera dans

la suite. Vl(k) (r,0) = r“§k>¢l(k) (0) est la solution du probléme homogeéne correspondant et
rai Logr (bl(k) (0) + (9a(k)<;5l(k) 0)] siw<2m
l

(k)
u® (r,0) = Jk=1,..6.
: T“’W/}l(k) (0) siw =27
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ou oy, est tel que : 1 < Reayp <m +4 — %, et (bl(k), ;k) est de classe C* sur |0, w].

On admet cette condition suffisante qu’il n’y a aura pas lieu de répéter et on mettra en
évidence (pour k =1,...,6) :

e Une condition nécessaire sur o, a savoir 0 — 1 < Re ozgk) pour que u®) € Wg (Q).

e Un 7 € R tel que u®) — Z c;Vi € H* (Q), pour tout s < 7, ot ul® (r,0) = T“l(k)gbl(k) ()

i
et V; sera précisé un peu plus loin.

Exemple 2.6.1 e (¢f [19]) : Calcul du développement singulier pour le probléme

meélé

Soit u € W3 (€),) solution de (Ps), avec f € W, (€,); alors ils existent deux nombres

cr et d tel que :

Up = U — Z aqV,— Z d, U, € W;”H (V) (2.10)
1<Re al(3)<m+47% 1<Real(3)<m+4f%
(B1=1) (51=2)

) ne soit égal am +4 — 2.

. e 3
a condition qu’aucun des Re ozl( 5

Preuve. Classique et utilise les technique de transformation de Fourier avec Plancherel

dans le cas L? et Mikhlin dans le cas général.

a) Cas de la fissure (w = 27) : Dans le cas particulier ou 'angle w vaut 27, I’équation
transcendante (2.3) prend la forme :

4
sin? 2 (0‘1(3) — 1) T =

1-v)B+v)

dont les racines sont explicitement les nombres complexes conjugués deux a deux (ag. 1 et dgyq) :
20+5 1—v
3 .

Donc le développement (2.10), prend la forme réduite (aprés regroupement) :

(2.11)

u— 2y Corp1 Re Varyy € W (V) (2.13)

1<Re al(3)<2m+%— 4
(81=1)

b2l

ou Voyq est donné par (2.10). De plus le cas particulier o m = 0 et p = 2, on a quatre
racines oy, &y et ag, &y de parties réelles appartenant a |1, 2[ soit % et % et par conséquent

le développement (2.10) se réduit encore une fois de plus a :
u—2[c; Re V) + o Re V3]
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b) Cas d’un angle plat (w = 7) : Dans ce cas ’équation (2.3) prend la forme :

sin’ (Oél(g) - 1) = (1— V)4(3 +v)

dont les racines sont explicitement les nombres complexes :

o [(20+3\ 1—v

Remarque 2.6.2 Le seuil de régularité dans les deux cas de ’angle plat et de la fissure

ne dépend pas du coefficient de poisson v.

c) Autres angles (# 7, 27) : Regardons d’abord le cas des racines doubles de (2.3).
Pour cela on utilise la propositionl Chap.II (cf. B. Merouani [19]) qui affirme que les racines
doubles de (2.3) sont des réels et donne explicitement ces racines en fonction de v et w.

On utilisera d’abord les notations suivantes :

4
¢ (V) = (1-v)(3+v)
(1=
Cl(l/>__(3+l/)'

Soit X = 2w (x — 1), x désigne le Rea avec w # 0 (resp X # 0)(si non ¢ (v) = TG

serait égal & 0) et cela contredit le fait que ¢ () € |1, 5]

Les racines doubles de 'équation transcendante : sin? (& — 1) w = ¢; () (v — 1) sin® w+

co (V) lorsqu elles existent sont solution du systéme :

sin X = —t, (w) X (1)
cosX = (3)t, (W) X2—c(v) (2

ou )
1—v)\ sin“w
Ly = )
() (3+u) w2
et
c(v)=2¢v)—1= 5 -1
’ 1-v)3+v)
(1) et (2) impliquent :
1 2
l=sin®*X +cos®’ X =12 (w) X* + [(§> t, (W) X*—c(v)| ,
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d’ou

2 (w) /4] X* 41, (W) [ty () — c (V)] X2+ A (v) — 1 = 0. (2.14)

Posons Y = X?:on a :
(2 (w) /4] Y + 1, (W) [ty (W) —c(V)]Y + ¢ (v) — 1 =0,
c’est une équation du second ordre en Y :
By = (@) [12 (@) = 21, (@) e (v) +1],

un calcul simple montre que :

D=2 1) - T2 ) - 372

3+v

Donc A, > 0,Yw # 0 et v €]0,1] car £, (w) < 57% et par suite (2.14) admet deux racines :

Y- {—[mm—c(u)]— (Jo -2 [ty(w)—;ZD;/[ty(w)/?]}

n:{—[uw)—c(mh (|- 22 [ - 1"’]);/[ty<w>/2}},

1—v 3+v

comime

V1.Yo > 0 (car [¢® (v) — 1] /] (w) >0 (t, (w) #0))

et
Y1+ Yy >0 car (—[t, (w) —c(v)]/[t, (w) /2] > 0)

donc Y] et Y, vérifient 0 < Y7 < Y, et par conséquent (2.14) admet 4 racines :

N|=
[N

Xy =+ (Y])? et X, =+ (Va)

On vient d’établir une condition nécessaire pour que X; et X, soient racines doubles de

I’équation (2.3) . En reportant dans (2) on obtient la condition suffisante (apreés calcul et simplification) :

cos X1 = 1, (&) = ([t () ~ 2] [1s () - 12))’ (2.15)
cos Xp = —t, (W) + ([tn (W) = 2] [t, (w) — 554])®

En conclusion on peut distinguer deux cas selon que w est solution de (2.15) avec (v fixée

bien sir et w # 7 et 27) :
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1°cas : si w n’est pas solution de (2.15) le développement (2.10), prend la forme :

1<Re al(3) <2m+47%

2°cas : si w est solution de (2.15) (et w # 7 et 27) le développement (2.10), s’écrit encore

sous la forme (2.16) lorsque

ot = (55 ) 09

tandis qu’il s’écrit :

o=
ol

2
+1sont >m+4—— (2.17)
p

1
+1letzg = <%) (Ys)

U — Z C ‘/Z+d$l+ UxiF_’_ dngx; EVV;H_4 (V)
1<Re al(3)<m+4f%
(vi=1)

U+ (r,0) = e [log TGt + Oyt @yt | 5 1 =1,2

lorsque (2.17) devient :

2
i <m4+4-= (2.18)
p

On remarque en outre que les angles droites 7 et 37” peuvent étre discutés dans le cadre du

(e}
1 cas. m

2.7 Tableau des résultats de régularités des fonctions

singuliéres des problémes (FP;), k=1 a 6

Le tableau suivant prolonge celui de P. Grisvard (cf [15],7)).

Principaux résultats :

Pour compléter ce travail et dans I’espoir de faciliter encore la tache du lecteur, on pré-
sente dans les pages qui suivent les principaux résultats sous forme de tables. Les notations
utilisées dans le corps des tables sont celles des paragraphes précédents. Les solutions sont
considérées localement au voisinage V' d’un des sommets du polygone considéré €). Les co-
ordonnées sont les coordonnées polaires relatives & ce sommet, c’est-a-dire que le sommet

est situé en 7 = 0 et ses cOtés sont portés par les axes § = 0 et § = w (avec 0 < w < 27).
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Pour tous les problemes on considére seulement la solution variationnelle. La signification
des différentes colonnes du tableau est la suivante :

lére colonne : Elle spécifie les hypothéses sur la mesure w de ’angle considéré.

2éme colonne : Elle indique la condition au bord en 6 = 0.

3éme colonne : Elle indique la condition au bord en # = w.

4éme colonne : Elle décrit en coordonnées polaires dans V' (et & une constante multi-
plicative prés) la (ou les) solution(s) variationnelle(s) du probléme considéré, correspondant
a des données régulieres, qui a le moins de régularité. Autrement dit elle(s) indique(nt) les
termes les plus singuliers d’un développement de toute solution variationnelle au voisinage
du sommet considéré.

5éme colonne : Elle donne le plus petit nombre o tel que la (ou les) fonction(s) indi-
quée(s) dans la quatriéme colonne appartien(nt)t & H*® (V') pour tout s < o. En particulier
toute solution variationnelle correspondant a des données réguliéres, appartientt a H* (V)
pour tout s < o (régularité “maximale”).

6éme colonne : Elle donne le plus petit nombre 7 tel que la différence entre toute
solution variationnelle et les termes les plus singuliers de son développement appartienne a
H* (V) pour tout s < 7. Autrement dit soit u une solution variationnelle correspondant a

des données réguliéres et soient V; les solutions indiquées en colonne 4, on a :
(
ue H* (V) pour tout s < o,

V. € H* (V) pour tout s < o,
Vig H°(V),
Je; € R tels que u — ZciVi € H* (V) pour tout s < 7.

( i
7éme colonne : Elle contient des renseignements complémentaires difficiles & tabuler.
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A% BILAPLACIEN DANS UN POLYGONE

w <27

ou ou
ueta—n ueta—n

donnés

sin quw—
25 sin (o — 2) w
X [cos af) — cos (o — 2) 0]

COS YW —
_Ta

2 cos(a—2)w
X [sin @ — sin (o — 2) 6]
ou « désigne la
(ou les) racine(s)
de plus petite partie
réelle de :
sin? (o — 1w =
(o —1)*sin® w,

Rea = 1.

r (sin %9 — 3sin g)
(cos %9 — sin g)

NJY [SIY

r

Rea+1

Nt

a = 2 est aussi
racine lorsque
w = tgw.
La solution
appartient
a H? dans
un angle

convexe

Remplacer 3
par % dans
le cas de
données
au bord
homogeénes.
La solution
est a
W2 (V) avec
p=<4
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w <27

du
on

donnés

u =

sin cuw—
2o sin (o — 2) w
X [cos af) — cos (o — 2) 0]

COS Ol —

5 cos(a—2)w
X [sin @f — sin (o — 2) 0]
ol « est la
(ou les) racine(s)
de plus petite
partie réelle de :
sin (o — 1) 2w =
(v — 1) sin 2w,

Rea - 1.

sik=2n

5
2 (i =30 3 oin DO
7”4(811'14 +5SIH4)

sik=2n-+1

3 (i =30 s 50
T (sm 1 COS SIn 4)

1+ Rea

O

la solution est
appartient
a I/Vp2 (V)

avec p < %
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w =27
w =27
W=

du
on

N (u) =
M (u)

donnés

u =

N —a (1l —v)cosaw—
r

(av —a+4)cos (a0 —2)w
x [sinaf — =25 sin (o — 2) 0] +

a
a—2

—a (1 —v)sinaw—

5 (av —a+4)sin(a - 2)w

[cos af) — cos (o — 2) 0]
ou « est la
(ou les) racine(s)
de plus petite
partie réelle de :

sin? (o — 1) w+

32 (o — 1)?sinw | =0,
4

- (1-v)(3+v)
Rea = 1.

2Re (r*¢, () ou
a =3+ log(57)
et
¢,, (0) = sin ol + cos alf—
25 sin (o —2) 0 — cos (o — 2) 0

2Re (r¢, (0))
ou
a =3+ Llog(57%)
et
¢, (0) = sin o + cos af—

=45 sin (o —2) 0 — cos (o — 2) 0

1+ Rea

=[O

N Ot

la solution
est
appartient
a I/Vp2 (V)

8
avec p < 3

la solution
est
appartient
s T2
aw; (V)
avec p < 4
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r*lafv+a(l—v)— (a—2)2} X
sin af sin (o — 2) w+

refa?(v—1)+a(l —v)] x

sin aw sin (o — 2) 6
u=M(u)/ X
ol « est la
w=<2r | u= M (u) ) 1+ Rea
(ou les) racine(s)
donnés ) )
de plus petite partie
réelle de :
sin? (a — 1) w = sin’ w,
Rea > 1.
ER
72 sin 5 5 )
w =27 & 5 3 | la solution est
72 Sin % .
appartient
aWwz(v)
avec p < 4
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re [azu+a(1—y)—(a—2)z] X
sin af sin (o — 2) w+
r®[e®v +a(l —v) — a?] x

sin aw sin (o — 2) 6

u=M(u)/ ol « est la
w =21 | N(u)=M (u) (ou les) racine(s) 1+ Rea
donnés de plus petite
partie réelle de :
sin (a — 1) 2w =
572 (o — 1) sin 2w,
Rea > 1.
Remplacer ;Z
par 2 en
colonne 6
= % et
) dans
sik=2n
le cas
gba (0) = sin _TSQ_
de données
— 16—3(1—-v) . 9 7
w=2m \ 5(1(—y) L sin 1 1 1
( au bord
sik=2n+1 . \
omogenes.
gba (0) = sin _TSQ_
16-(1-v) - 50 la solution
\ 5(1-v) Sy .
est a
2
W, (V)
avec p < %
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Y (av —a+4) x
[cos (v — 2) w — cos aw] X

[sin(a—2)0—%smag +

o | [(@=2) (1 =v)+4]sinaw+

N (u) = ' (av —a+4)sin (o —2)w
M (u) / [(O;V(Ifj;l) cos af) + cos (o — 2) 9]
w=2m | N(u)= ou « est la 1+ Rea
M (u) (ou les) racine(s)
donnés de plus petite

partie réelle de :

sin® (a — 1) w—

(;—5)2 (a—1)*sin’w -0
Rea > 1.
Remplacer 3
par 2
dans
le cas de
données
o ¢ rf (W cos % + cos g) 5 5 au bord
rs <_% sin % — sin g) 2 homogenes.

la solution
est

appartient

a I/Vp2 (V)

avec p < 4
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Chapitre 3

Comportement singulier des solutions
du probléme de Dirichlet pour le

systéme de Lamé

Les séries trigonométriques constituent un outil trés important pour ’étude des solutions
de problémes aux limites pour ’équation biharmonique dans un secteur. Dans ce chapitre
on mettra en évidence une série trigonométrique d’un type nouveau adaptée a I’étude des
solutions du probléme aux limites pour les équations de Lamé avec une condition de Dirichlet.

On montre que le comportement singulier de la solution est gouverné par une équation
transcendante analogue & celle trouvée dans le contexte des plaques. On trouve dans un cas
spécial, les résultats de l'opérateur de Laplace. L’étude de convergence de ces séries basée
sur des relations analogues a celles de I'orthogonalité pour le Laplacien et le bilaplacien qui
sera faite sur le cas important d’un domaine fissuré.

Nous nous intéressons ensuite, aux calcul des coefficients de singularité cg, dg, en parti-

culier dans le cas de la fissure.

3.1 Notations

Soit € un corps homogene, élastique et isotrope, occupant un domaine, borné de R?, a
J

frontiéres polygonale rectiligne I' = U fj, les espaces de Sobolev ainsi que le probléme que
j=1
I'on considérera sera restreint & un coin (noté) encore €2 de sommet O, de cotés I'g et ', et
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3.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

d’ouverture w vers l'intérieur de €2. La normale et la tangente & I';, j = 0,w , seront notées
par 7 et 7 au sens positif sur la frontiére.

L désignera le systéme de Lamé :

Lu = Au+ MV (div u)

i
ol A et p sont les constantes de Lamé (A > 0, u > 0). u;, f; (j =1,2), o désignent

respectivement les composantes du vecteur déplacement, de la densité des forces extérieures

et le tenseur des contraintes linéarisées.

3.2 Calcul des solutions singuliéres

3.2.1 Formulation du probléme (P)

On consideére ici le probléme gouverné par les équations de Lamé. C’est-a-dire que pour

un champ de forces f € [L? (2)]* on cherche u, si possible dans [H?2 (Q)]°, solution de

() Au+ oV (divu) = f dans Q, (1)
u=0 sur Iy, T',. (2)

U Q41 oy 1 est le coefficient de Poisson (O <v =< %) .

vo sera égal & (1 —2v)~

Notons que les résultats sur ce type de domaine sont valables ici et notamment ’inégalité
de Korn (cf. [12]), et méme dans le cas des fissures (cf. [10]), la méthode variationnelle usuelle,
permet d’affirmer Pexistence et 'unicité d’une solution faible u € [H* (Q)]*.

Dans ce qui suit nous partirons donc d’une solution u € [H* (Q)]2 De plus les théo-
rémes habituels de régularité (cf. [3]) permettent d’affirmer du premier coup que u €
[H2 (2N CV))? pour tout voisinage fermé V du sommet O de €. On s'intéresse donc au
comportement de la solution u du probléme (P), dans un voisinage V' du sommet O de €.

L et V'opérateur au bord étant homogene et a coefficients constants, la forme u, (r,0) =

7%, (0) est beaucoup mieux adaptée a la géométrie de €2, de plus la régularité de u est

essentiellement déterminée par la partie Rea.

3.2.2 Séparation des variables en coordonnées polaires

L’idée de base est le changement de variable r = €' ( donc 9, = r0,) transformant le

domaine 2 dans la bande B,, = R x |0, w][. Puis considérer les solutions de la forme u,, (r,0) =
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3.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

%, (0) , dans le systéme Lu = 0.

Soit donc le systéme de Lamé homogéne sous la forme suivante :
Lu=Au+ vV (divu) =0 (3.1)

ou
vo=(1—-2v)""

En coordonnées cartésiennes (3.1) s’écrit :
)

(1+vo) 5o (dive) + 54 + o4 =0

(14 vyp) 8%2 (divu) + %2:%2 —i—Vo%Qxltgz -

(3.2)

En coordonnées polaires (3.2) s’écrit :
[83 + %2892 + v (Cos 00, — %Sin 089)2} u1 + vy [cos 00, — %sin 089} [Sin 00, + % cos 069] Uy =0
Vo [cos 00, — %sin 9(’99] [sin 00, + %Cos 989] U + [g—; + }28‘9—; + v (sin 00, + %cos 989)2] Uy =0
(3.3)

En multipliant par r2 on obtient :

[(r&T)Q + 02 + v (cos Ord, — sin 089)2] U1 + Vo [cos 010, — sin 00| [sin Or0, + cos 00| us = 0

[(rar)Q + 82 + v (sin Ord, + cos «989)2] us + Vg [cos 010, — sin 00y] [sin Or0, + cos 00| u; = 0
(3.4)

Soit 7 = €' donc 9, = 10, et par suite (3.4) se transfore en :

[(8,5)2 + 07 + vg (cos 09, — sin 98,9)2} uy + Vg [cos 00, — sin §0y] [sin 00, + cos 00| uz = 0

[(@)2 + 0% + v (sin 00 + cos 989)2] U + Vg [cos 00, — sin 00y [sin 00, + cos 00y u; = 0
(3.5)

Considérons les solutions de la forme u,, (r,0) = r% (v14 (0) , V2.4 (7)) dans (3.5) :

on déduit le systéme :

;

[02 + o + vg [(a — 1) cos O — sin 00| [ cos O — sin 6] vy o+
vo [(av — 1) cos @ — sin 00y [asin € + cos 00g| v2 0 = 0

(07 + a? + vg [(a — 1) sin 0 + cos 09y [ cos 6 — sin 0] ] va o+

vo [(a — 1) sin @ + cos 80p] [arsin O + cos 00| vy 4 = 0

En éffectuant le changement de variables suivant :
W14 (0) = cos Bvy 4 (0) + sinbvy, (6)
Wa o (0) = —sin vy, (0) + cos vs 4 (0)
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3.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

Le systéme (3.6) devient dans ]0,w| :

Wy (0) + (vo +1) (0 = 1 wia (0) + pows o (0) =
(Vo + 1) wy o (0) + (0% = 1) waa (6) + pyuwi  (0) =

Lo (w) = 0 (3.8)
0.

Ou :
po=vola—1)—2 et py=vo(a+1)+2

Les conditions aux limites homogénes donnent :

Wy,q (0) = waq (0) = 0.

COS WW1 4 (W) — sinwws 4 (W) = sinwwy (W) + coswws 4 (W) = 0.

(1)

Cherchons d’abord une solution générale de (3.8). L’équation caractéristique de (3.8) est
donné par :

Miy2@+ 1)+ (2-1)" =0

dont les racines sont :
)\1,2 =4 (Oé — 1) et )\374 =41 (CY + 1)
Donc pour a ¢ {0, £1} une solution générale de (3.8) est donné par :

Cipgcos(a—1)0 + Cypysin (a — 1) 0 — Cssin(a+ 1) 0 + Cycos (a+ 1) 6

wa (0) =
—Chpysin (o —1)0 + Cypycos(a —1)0 — Cscos (a+1)0 — Cysin(a+ 1) 6

pour @ =0, on a :

C1 + C. 6+ (Cy — Cy)sinf
w(0) = (C1 + Cy) cosb + (Cy — C) sin (3.10)
(Cy — Cy)cosb — (Cy + Cy) sin b

pour « = —1,0n a :

C 1) [C cos 20 + Cy sin 2
wiey= [Tt )1y cos 20 + Cysin 20) (3.11)
Cy — C3sin 20 + Cy4 cos 20

pour « =1, 0on a:

Ci+C 20 + Cy sin 20
w (6) = 1+ Cszcos 20 + Cysin (3.12)
Cy — C3sin 20 + Cy cos 20
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En utilisant (3.7) pour revenir de w, & u,, on en déduit u; (r,0) = r*v; (0), j = 1,2,
soit pour o # 0, +1 :
C [voarcos (a — 2) 0 — (vg + 2) cos ab] + Cy [vparsin (o — 2) 0 — (vg + 2) sin ab]
—C5sinaf + Cy cos abl
v (0) =
—C [vpasin (o — 2) 8 + (vo + 2) sinab] + Cy [vgarcos (a — 2) 0 + (v + 2) cos ab]

—Cssinaf — Cy cos o
(3.13)

ce qui donne :
U (’I", 9) =7 (ULOé (9) » V2,0 (9))

Soulignons qu’on a obtenu la méme solution que celle obtenue par Merouani [20].

3.2.3 Equation transcendante gouvernant le comportement singu-
lier (F)

On vient de vérifier que w, (et bien sur v,) est solution d'un probléme aux limites

homogeéne pour un systéme d’équations différentielles ordinaires d’ordre 2 dans |0, w[, soit :

(0] (0) + (o +1) (0 = 1) wra (6) + (v (0 — 1) = 2) w}, ()
(7) (vo+ 1) wh o (0) + (0% = 1) wpa () + (vo (o + 1) + 2) w) , (6)
U)la(o):wQa()—O.

COSWW1 4 (W) — SinWWwg o (W) = sinwwy 4 (W) + coswwsy, (W) = 0.

0;
0

Ce probléme dépend analytiquement du parameétre complexe a (1) avec (v = (1 — 21/)71
ou v est le coefficient de Poisson fixé (0 <v =< %)) : nous allons déterminer £ ’ensemble de
ses valeurs singuliéres c’est-a-dire les valeurs o = « (vg) telles que le probléme ait une w,
non nulle, alors :

Toute solution variationnelle w, € [H' (Q)]° correspondant & des données régulicres,
appartient a [H* (€2)]* pour tout s < ¢ ot 0 — 1 est la borne inférieure des parties réelles des

nombres appartenant & : EN{ Rea (ry) > 0} . Autrement dit :
o=inf{Rea (o), a(vg) € E, Rea(vg) =0} +1

De plus les premier termes du développement singulier de (w, donc de v, et par suite

Uq (1,0) = 7%, (6)) sont multiples de w, correspondant & Rea (vg) = o — 1. La recherche
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3.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

des termes suivants du développement singulier differe selon que les a(vy) € E vérifiant

Re a (vg) = 0 — 1 sont des valeurs singuliéres, semi simples ou non du probléme (P') )

Proposition 3.2.1 Le probléme (P/) , détermine wq , et Wa, (donc vy, et ve, et par suite

uy et ug) non nulles lorsque (o # 0, £1) est solution de l’équation caractéristique :

2
sin? aw = ( 7o a) sinw, Rea =0 (3.14)
Vo + 2

Les valeurs exceptionnelles aw = 0, £1 donnent ’analogue de (3.14) :

sinw =0 pour a = =£1;
P (3.15)

we =0 pour o = 0.

Preuve. Au courant de calcul des solutions singuliéres, au paragraphes suivant, on
déduira les relations (3.14) (resp (3.15)).

Soulignons qu’on a obtenu ici la méme équation transcendante que celle obtenue dans
le contexte des plaques par plusieurs auteurs (cf. [3], [[15],7)]) & savoir les équations (3.14),
(3.15) .

Dans P. Grisvard (cf. [11]) on trouve une étude de I’équation (3.14).

Dans Blum et R. Rannacher, 1980 (cf. [3]), on trouve également des résultats systéma-

tiques pour I'analogue de I’équation (3.14). m

3.2.4 Reégularité maximale

Soit «y, [ entier = 1, une énumération des racines de I’équation (3.14) et 3, la multiplicité
correspondante, v, (f) étant calculée explicitement, une condition nécessaire pour qu’elle
soit [H? (Q)]* est 0 — 1 < Rea (c’est-a-dire régularité maximale).

Elle est suffisante si on applique la méthode de Kondratiev [17] ou de Grisvard [[15],7)].

Théoréme 3.2.2 Soitu € [W3 (Q)]” une solution variationnelle de (P), alorsu € [W3"*2(Q)] 2

deés que l’équation (3.14), n’a aucune racine oy dans la bande :

2
0<Reay<m+2—-.
p

11 est facile de vérifier que I’équation (3.14) na pas de racine dans la bande 0 < Rea < 1
siw <.
Il est intéressant de traiter le cas de la fissure (w = 27) pour cela on a la proposition

suivante :
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Proposition 3.2.3 Soit w = 2m; alors la solution variationnelle u € [W} (Q)]° du probléme

, . 2 .
(P) appartient a [sz (Q)] des que : p < %

Preuve. Soit w = 27. Alors 'équation (3.14) se simplifier en : sin? 2am = 0 donc les

racines «; sont explicitement les nombres :

o = 2 avec [ un entier.

Evidemment il n’y a aucune racine dans la bande 0 < Reqa; < % ce qui assure la

régularité de u dans [W2 (V)]? pour 2 — % < 3 Clest-a-dire p < 3. =

3.2.5 Solutions singuliéres du probléme (P)

La présence d’un coin dans la frontiére du domaine €2, considére ici, provoque certaine-

ment des singularités du champ de vecteur déplacement u. Ces singularités qui se traduisent

! "

généralement par des valeurs " élevées" voir " infinies " de certaines composantes de u.
Il est bien connu (cf. [11]) pour le probléme (P), que les solutions singuliéres, dans un

voisinage V' du sommet O du secteur {2 défini au premier partie sont de la forme :
V (r,0) = r%v, (0)

ou

U (r,0) =r*[log rv, (0) + Oava (0)] .

Suivant que « est racine simple ou double de Péquation (3.14) , ot v, € C™ (]0,w])? est
une solution du probléme homogéne correspondant, soit (P/) .

1l est immédiat de vérifier qu'un tel type de solution appartient a [W. (V)]° si et seule-
ment si Rea = 0 tandis qu’il appartient a [Wz’;"*z (V)] ’si et seulement si Rea = m + 2 — %.
Ceci contredit le théoreme de régularité habituel des qu’il existe un «, solution de I’équation
transcendante (3.14) dans l’intervalle} 0.m+2— ]%]

Les solutions singuliéres du probléme (P) sont données dans la :

Proposition 3.2.4 Soit oy, | entier = 1, désigne une énumération des racines de l’équation

(3.14) pour tout oy # 0, £1; alors les solutions singuliéres de (P) est données par :
Vi(r,0) = g, (6) (3.16)

ot [Logr ¢g, (0) + 0a, 00, (0)]  siw <27

Ul (’I“, 9) = .
¥, (0) Stw=2m

(3.17)
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ot oy, est tel que : 0 < Reay < m +2 — %, et @, (0),v,, (0) sont de classe (C®)? sur

[0, w] et données respectivement comme suit :

a) Siw=<27:
o (0) = (po + p1)sin (o — 2) w (o + p1) [cos (v = 2) 0 — cos af] 3.18)
— (3p1 — po) sin aw — (po + py) sin (v = 2) 0 + (3py — py) sin af
cos (@ —2)w — (pg + py)sin (o —2) 0 + (3p; — py) sinad
+(po + p1)
— COos aw — (po + p1) [cos (v — 2) 0 — cos ab)]
b) Siw =27

2av [cos (o — 2) 0 — cos ab]

#a(0) = —2avgsin (o —2)0 + 2 [vg (o — 2) — 4] sin af (3.19)

2avgsin (o —2) 0 — 2 [vg (o + 2) + 4] sinad
Vo (0) = (3.20)
2av [cos (o — 2) O — cos ab]
Preuve. a) Si w < 27 : Soit o, [ > 1 une énumération des racines (# 0,F1) de

I'équation (3.14) dans la bande :

2
0<Reay<m+2—-.
p

Une solution générale de (3.8) est donnée par (3.9). En utilisant (1') en § = 0, cela
implique :

cs = p1Ca, ¢4 = —pycr, (3.21)

et par suit (1') en 0 = w, et (3.21) donnent le systéme suivant d’inconnues :

(Sp) (po + p1) [cos (@ — 2) w — cos aw] c1 + [(py + p1) sin (o — 2) w — (3p; — po) sin aw] c2 = 0,
[— (pg + py)sin (o —2)w — (3py — py) sinaw] 1 + (py + p1) [cos (v — 2) w — cos aw] c2 = 0.

(Sp) admet une solution non identiquement nulle si et seulement si son déterminant est
nul. Cela donne bien I’équation caractéristique (3.14) . Donc pour tout o (# 0, F1) , réelle ou
complexe solution de (3,14), les solutions du systéme (Sp) décrivent bien une droite. Donc
le choix de ¢; par exemple détermine bien les autres ¢;,7 = 2 a 4.

Soit :

¢t = (po+p1)sin(og —2)w — (3p; — po) sin qw

= 2avgsin (o —2)w — 2 vy (a + 2) + 4] sin qyw,
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ca = (py+ py)[cos () —2)w — cos qw]

= 2awq[cos (o — 2) w — cos ayw]

c3, ¢4 donné par (3.21).

d’ou : (3.19) et par conséquent (3.16) et (3.17) dans le cas ot w < 27w et o (#£ 0, F1).
b) Si w = 27 : (cas de la fissure)

Dans ce cas la solution générale (3.13) de (3.8) devient aprés I'utilisation de la condition

au limite en § =0

(po + p1) [cos (. — 2) @ — cos ab]
v () = ¢
— (po -+ py)sin (@ — 2) 8+ (3p, — py)sinad
(po + p1)sin (o = 2) 0 + (py — 3py) sinaf)
c
(po + p1) [cos (o — 2) 6 — cos al)] ’
2awq [cos (o — 2) § — cos ab]

pu— C
—2avgsin (o — 2) 0 + 2 vy (o — 2) — 4] sin b 1

2avgsin (a — 2) 0 — 2 [vg (o + 2) 4+ 4] sin o)
Co.
2avg [cos (o — 2) 0 — cos ab]

Reste a utiliser la condition au limite en § = w = 27, v, (27) = 0 équivaut a :

0 2 — sin 2o
¢+ (o= 1) cp =0
2 (po — P1> sin 2o 0

Donc ¢; ou ¢; non nulle si et seulement si 4 (vg + 2)2 sin? 2am = 0. (vo + 2 # 0)
c’est-a-dire :

sin? 2oy = 0. (3.22)

Encore une fois les racines de (3.22) sont évidentes lorsque w = 27. Ce sont les nombres :
[ . T
o = 2 avec [ entier, elles sont toutes de multiplicité v; = 2.

Cela conduit bien a considérer (3.19),(3.20) et par suite (3.16) et (3.17) dans le cas
w = 27 et oy non entier supérieur a 1 (les autres o, correspondant a des polynomes, donc

réguliéres) m
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Proposition 3.2.5 Dans le cas ot o« = 0,F1, les solutions de (P), sont réquliéres, plus
exactement on & pour a = 0,w = 0, sur |0, w].
pour a = —1,+1 on a respectivement :
1) pour o = —1:
vo+1)(cos20 —1) (vg+ 1)sin26 c
iy [0 ) o+ 1) ; -
—sin 26 cos 260 Cq
ot ¢ = (c3,cq) est une constante quelconque # 0, si w =T ou 27.
2) pour o = +1:
2sin?6 —sin 26 c1

w(h) = (3.24
©) sin20  2sin%60 o )

ot ¢ = (c1,cq) est une constante quelconque # 0, si w =T ou 27.

Preuve. 1) Si a = 0: la solution générale de (3.8) est donnée par (3.10).

Les conditions aux limites (1') imposent ¢; = ¢o = 0 donc :
w =0 sur |0,w|

2) Si a = —1: la solution générale de (3.8) est donnée par (3.11), la condition au bord
6 = 0, donne :

ChL = — (1 + 1/0) C3, Cog = —(C4 (325)

I'équation (3.11) en 6 = w et (3.25) donnent le systéme suivant :

(5.)) [vo cosw (cos2w — 1)] ez + [2sinw (vgcos?w + 1)] ¢4 = 0
1) =
[sinw (vg (cos2w — 1) — 2)] ¢ + [vpsinwsin 2w] ¢y = 0
donc c3, ¢4 est non nulle si et seulement si det(S_;) = 0 c’est-a-dire (1 + vg)sin?w = 0,
(1 +wo) #0),
d’ou (3.15), donc si w = 7, 27 on a bien (3.23) avec ¢35 ou ¢4 constante quelconque non
nulle.

3) Si a = +1 : Cette fois ici la solution générale de (3.8) est donnée par (3.12), les

conditions au bord de ]0,w[, donne :

€L = —C3, Cg = —C4
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et le systeme :
Oc; — 2sinwey =0

(S1) =

2sinwc; + Ocg = 0.

Donc pour que ¢; ou ¢y soit non nulle il faut et il suffit que det(S;) = 0 c’est-a-dire
4sin®w = 0 (c’est-a-dire w = 7 ou 27), d’ott ’équation (3.15) pour o = +1.
Donc si pour w = 7 ou 27 on a bien (3.24) et bien siir ¢; ou ¢y constante quelconque

non nulle. m

3.2.6 Développement singulier de la solution variationnelle du
probléme (P)

Soient les résultats des paragraphes précédentes, notamment les hypotheéses et les résul-
tats de la proposition 3.2.5. On dispose donc les ingrédients du théoréme de (régularité et

décomposition).

Théoréme 3.2.6 Soit u € [WL(Q)]° solution du probléeme (P), avec f € [wr (Q)]2, alors

1l existe deux nombres ¢; et d; tels que :

Up =u— > oV — > dU; € W2 (V)

1<Re g -<m+2—% 1<Re g -<m+2—%

(81=1) (81=2)

a condition qu’aucun des Re oy me soit égale a m + 2 — %.

Pour la démonstration voir (cf. Merouani [19], pp. 23-24)

3.3 Calcul des coefficients cg, d3 dans le cas de la fissure

Dans cette partie nous suivant la méme technique d’Ora-Tcha-Kondor [26] et W. Chi-
kouche and A. Aibeche [6] pour le bilaplacien dans un secteur S, avec différents conditions
aux limites. Nous écrivons a I’aide des formules de Bétti une formule de Green pour 'opéra-

teur de Lamé, qui permettra d’établir une relation entre les fonctions (v,) cette relation

ack)
réduit & une relation d’orthogonalité analogue a celle obtenue pour le Laplacien et le bilapla-

cien avec des conditions de Dirichlet, en appliquant cette relation pour calculer les coefficients

¢o de singularités du développement u (7, 0) = Z CaT, (0) et qui sera faite dans le cas de

acl
la fissure.
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Soient S le secteur d’ouverture w < 27, et de rayon p (p est positif et fixé) défini par :
S = {(rcos@,rsin@) ER?0<r=<p0=<6< w}
et de la frontiecre ' =T'y UT', UX ou :

Y = {(pcosh, psinf) e R*0=<60<w}
Iy = {(r,0) eR*0=<7r=<p}

I, = {(rcosw,rsinw) e R*0=<r<p}

Vo (1,0) = 1%, (), vz (r,0) = 174 (0) deux fonctions telles que : ¢,, @, soit solutions
du probléme (P) (de plus Rea - 0, Ref > 0).

Dans se qui suit et a I’aide d’une formule de Betti on va écrire une relation d’orthogonalité
entre deux fonctions (Va),cp s (Ug)zep > 00 E est Uemsenble des nombres complexes o tels

que Rea = 0 et v,, vg solutions de (P/) et

2
E:{ae@/sinzomu:( Yo > sin® w, Reoz>0}.

V0+2a

e Soient I' la frontiére du secteur S définie précédent, u et v deux fonctions qui vérifient
le probléme (P).

Supposons que u, v sont dans [H* (S)]?, donc Lu, Lv sont dans [L? (S)] .

Rappelons d’abord la formule de Betti :

On a I'équations de Lamé (parfois aussi équations de Navier) :
pAu~+ (A + p) grad(divu) =0
Posons :

Lu = Au+Mgrad (divu) = Au+ .
I

1
5 grad (divu) = Au+vggrad (divu) = 0. (3)

Utilisant la formule de Laplacien :
Au = grad (div u) — rot.rotu,

donc (3) sera de la forme :

(A +p) (A +2p)
1

grad (div u) — rot.rotu + grad (divu) =0 & grad (divu) — rot.rotu = 0.
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On a le module de Young v = 00 , donc :

)\+

2
(2 + : V2 ) grad (div u) — rot.rotu = (1 + Vo) grad (div u) — rot.rotu — 0.
—2v

La fonction vectorielle Lu étant par ailleurs absolument intégrables, donc :

vLu = 22: [a% (004 (u))} ~E(vu), i=1,2

=1

ou
2

E (v,u) = ;dlvvdlvu—i-;a% <8xj + 6@») , 0,7 =1,2

et 0;; les composantes du tenseur linéarisé des contraintes correspondant, est donné par la

loi de Hooke au moyen des coefficients de Lamé A et p tels que A > 0et p > 0:

= ()\leu) (5@' + 1 (al’] + axl) .

Les indices 7, j sont restreints aux valeurs 1 et 2 en élasticité, ¢,; désigne le symbole de
Kronecker.
Donc
N
vLu+ E (v,u) = Z {axj (v;04 (u))] Li=1,2 (4)
Intégrant I’égalité (4) sur le secteur S, donc d’apres la formule de Gauss-Ostrogradski,

nous obtenons :

/(vLu+E v, u) /Z [i viog; (u ]n]da

IS rJ= 1 Li=1
/szam /’UT udo
r =1 r
ou
ou .
Tyu:2a——|—)\yd1vu—|—,u(7]><rotu) =0 (u).n
Ui

o (u) est le tenseur des contraintes, n; est le cosinus directeur de la normale 7 de la
surface.

Nous aboutissons en définitive 'identité :

/ (vLu + E (v,u)) dx = / vo (u) do (5)

S r
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dite premiere formule de Betti. Du fait de ’analogie avec les fonctions biharmoniques,

cette formule et celles qui soient sont également appelées formule de Green.

Alors :
/(vLu + E (v,u))dx = /va (u) .ndo.
S r
l (ulv + E (u,v)) dz = Z uo (v) ydo.
D’ou :

/ (vLlu — ulv)dz = / (vo (u).m —uo (v).n)do
S T
dite seconde formule de Betti.

Soulignons ici que la forme quadratique E (v,u) peut étre représentée comme suit :

3N+ 2u . i 1 ov;  0v; Ou;  Ou; 1 ov;  0v; Ou;  Ou,;
E — — v —J — vty ZJ — v _ 23 — vt _ 7
(v, ) 3 d1vvd1vu+2; <(9xj N axi> (8%- * 8xi)+3z <3xj 8xi> <8xj 8@-)

i?j

Il est évident alors que pour u = v la forme quadratique est I’expression de I’énergie de
déformation W.

Supposons ensuite que u = v et qu'ils vérifient les équations de Lamé. La formule (5)

[ Wiks = [ (u) o

T

nous donne alors la formule :

qui la troisieme formule de Betti.

Puisque u (resp v) est solution du probleme (P). Alors :
Lu = Lv=0.

Donc :

/ Ly —ulv]de = / o (u) . — uo (v) 4] do

S r

= [ ot - ) ado+ [ oo @ g o) g)do

r Tw

+/ [vo (u) .n — uo (v).n] do
= 0.
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D’autre part, d’aprés les conditions aux limites, les intégrales sur I'g et I',, sont nulles.

donc la formule de Green s’écrit comme suit :
/ [vo (u) .n — uo (v).n]do = 0. (3.26)
b

Alors pour deux fonctions u, (r,0) = r%p, (8), vz (r,0) = rﬁaﬁ (0), la formule (3.26)

s’écrit comme suit :

/ [Us0 (uqa) N — uao (Ug) . do = 0. (3.27)
)
cos 6
Sur Yona:n= ,p=r,do=pdb, 0 € [0,u].
sin

Calculons maintenant en coordonnées polaires le tenseur des contraintes o (u) :

On a:

ou

8Ui i 8Uj
aZL‘j Omz

oi; (u) = (Ndivu) §;; + p ( ) = (Ndivu) d;; + 2pei; (u), 4,7 =1,2

ot d;; : le sympbole de Kronecker, A = 0,1 > 0 les coefficients de Lamé, ¢;; : les

composantes du tenseur de déformation définie par :

5”(’&):5( + J),Z,j:LQ

Ox;  Ox;
donc :
o11 (u) = Adivu + 2ueq; (u)
o1z (u) = 2pe12 (u)
099 (u) = Adivu + 2pueq (u)
et
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3.3. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

et d’apres (3.7) :

V1,4 (8) = cos w4 (0) — sinBws 4 (0) ;
Vo (0) = sin w4 (6) + cosbws 4 (6)

on obtient :

e (u) =r*7! [(04 cos” 0 + sin® 0) wy o + (1 — ) cos O sin fws o, — cos B sin lem + sin? Gw;@

() wiq | 2(a—=1)cosOsinbuw 4 + (o — 1) (cos? § — sin® ) wy o+
E12 (W) = ur

2 .2 ' : '
(cos? 6 — sin® ) wy , — 2cos B sinOw, ,

(u) a—1 (C032 0 + asin® 9) w4 + (@ — 1) cos O sin Gws, o+
ExplU)=T

. ! 2 /
cos 0 sin 0w, , + cos® fwy, ,

donc :

o (u) = rot B [(a + 1) wy o + wéﬁa] + 2 (ccos” 0 + sin® 6) wLa} +

241 [(1 — a) cos 0 sin ws , — cos @ sin Qw/l’a + sin? 9?11/2,@}

o1z (u) = pr* M [2(a—1)cosfsinbwi o + (a — 1) (cos® 6 — sin®0) wa o] +

el [(COSQ 9 — sin? 9) w'm — 2cosfsin Hw,za]

oy (u) = ro! [)\ [(04 + 1wy g+ w;,a] + 24 (cos2 0 + asin? 9) wl,a} +

2pr1 [(a — 1) cos 0sin Qws , + cos O sin Gwll,a + cos? 910/2,(1]
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d’ou
o11 (u) (u) cos 0
o(ua).n =
o1 (u) (u) sin 6
[Mwy o + (a0 (A +2p) + X) wia] cos@ — p[wy , + (@ = 1) wae] sind
p[wy o+ (o = 1) wae] cos O+ [Awy o + (o (A +24) + A) wy o] sin
w2 o Mz“)oz + > wlya] cos — [wy o + (o — 1) waa] sinf
wla a—l)wga}cosﬁ%—[ w2a+<(’\z—2ma+£>w1,a] sin 0
on
A+2
A =1y et DE2)
v
donc

[(vo—1) w/m +((vo+1)a+ (vo— 1)) wia] cost — [w/m + (@ — 1) wa 4] sin 6
o (ua) .m = pre?
[wll,a + (a—1) wg,a} cos O + [(Vo - 1) w;,a +((vo+ 1) a+ (vo—1)) wl,a] sin 6

Pour o # 3, posons :

@5::TB(ULB,@ZB).

Va0 (we) . = pr’ 1 (cosOWy 5 — sin Oy 5, sin 0wy 5 + cos Oy ) X

[(vo—1) w;@ + ((vo+ 1) a+ (vo— 1)) wia) cosf — [w/m + (0 — 1) wy | sin b

[w’l’a + (a—1) wza] cos ) + [(Vo —1) w;’a + (vo+ 1) a+ (rg—1)) wlﬂa} sin 6

A, cosf — B, sinf

B+afl(
B, cosf + A, sind

= ur cos 0w, g — sin6ws g, sinbw; g + cos Owa g) X

= ,urBJra_l (A1 8 + BaWa )
telles que :

Ay = (vo—1) w;,a +((vo+ 1) a+ (vg—1)) w
B, = /wLa_+(a__1)U@ﬂ
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d’ou :

Va0 (Wg) .m = pPra-1 (Agwl,a + ngg,a)

Ugo (Wq) N — Va0 (W) . = ,urBJra_l (Ao 5 + BaWa g — Agwy o — Bawa )

(Vo — 1)@2“3'11}1@ — w’m@gﬁ + w1’511)2’a — (VO — 1) w;@@w

+ (B — 04) (Vo + 1) w101 5 + Wa oW g]

— MrB-‘,—a—l

et par conséquent :

/ [Ug0 (wy) . — Voo (Wg) .M do = et ((VO - 1) w;ﬁwl,a — wll’aﬁgwg) do +

S

pr? 1 (B — @) [(vo + 1) w1aWi,5 + Waawa 6] do

b
/ P g — (vo — 1) wh, s dor+
2
%

w

0
w

/M“5+04/ [w;wnga —(vo—1) wlzyaww] do +

0
w

ﬂrﬁ+a/ (B — ) [(vo + 1) wy,aW1,5 + Wo o Wa 5] df
0
=0

Remarque 3.3.1 Les fonctions wy, = 1% (W1 o, Wa,a) ,ws = 12 (wy g, wo 5) vérifient les condi-

tions aux limites de Dirichlet pour 8 =0 et § = w, donc on a :

/w%wade = —/wlgw;dﬁ.
0 0
En effet : . " .
/wlﬁwadQ = —/wﬁw;dﬁ + [wpwa]y = —/wgw;dG
0 0 0
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Alors :
o V@Iwa—i—yﬁlwa—i—
[ oo twa) = v @) = e [ e T O s
= 0 (6 - O‘) [(VO + 1) wl,awlﬁ + w27a@275]
— wa,é’—l—a/ B Yo [EZ,,BwLa + wl,ﬁwza] + 50
0 (5 - CY) [(UO + 1) wl,awl,ﬁ + wQ’O‘EQﬂ]
_ — y e E/ W1, + wl W3 o +
= u (5 _ a) pﬁm/ (B—a) [ 2,8 1,8 } o

[(VO + 1) wl,awlﬁ + w2}aw27ﬁ]

B 1 __/ 1
—_ = = Vo (W5, W W1 o
= nFaype [ | T e ) ]
| A (L4 v0) Wi, Wap) | \W2e

Puisque p non nul, on obtient :

w

1 7 7 o o
— Uy <w275’ ’LU175> + ((1 + Vo) w1,8, wgﬁ)
0

P lgg—0 (328
(8- o) - '

W2 o
donc on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2 Soient w, = r® (W14, Waa) et wg = 17 (w1 5, ws ) solutions du probléme

(P/), avec o et 3 solutions de (3.14). Alors, si o # 3, on a :

[wou wﬁ] =
w

/ {@yo (ws,6, wp) +((1+Vo)@m7@2ﬁ)]

0

W1 o 3.29
Y do =0 (329)
w2,a

Corollaire 3.3.3 Soient w, = 1 (w14, Was) et ws = 17 (w15, w2 5) solutions du probléme
(Pl), avec « et 3 solutions de (3.14) . Sopposons de plus que :

w

/ (whr i) B - (3.30)

0 W2,
et a # 3, alors :

Wi,

[wa, ws] = / (1 + vo) w10, W2a)] df =0 (3.31)

Wa 8

Preuve. Il suffit de substituer (3.30) dans (3.29). =
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Remarque 3.3.4 Pour w, (r,0) = 1% (W14, Was), on définit l'opérateur linéaire T telle
que :
v+ 1) wy o
R R
wg,w

Corollaire 3.3.5 D’aprés le corollaire 3.3.3, si o # B, on a :

/ (Two 5 + w,T5) dor = 0 (3.32)

b

Preuve. D’apres la définition de T et le corollaire 3.3.3 on a :

/ (Tw, W5 + w,TW5) do = / T (1 (w10, w020)) 77 (@15, W) + 7 (wn,0,03,0) T (17 (1,5, )|

P P
w

- vo+ 1) wi, w
— 27,,6!-1-5—1/ ( 0 ) 1, 1,8 d0+

0 W2, Wa,p
1 (vo +1)
2 [40) —+ EL
27a04+/3 1/ (wl,ouwQ,a) . ’
w27ﬂ

0
w

e 27,(1-1-5/ [((VO + ]_) wl,aml,ﬁ + w2,aw2,ﬁ)] d@

0
=0

3.3.1 Calcul des coefficients cg, dg

Corollaire 3.3.6 Supposons que u = . co7%p,, soit uniformément convergente dans S. Si
acl

[gpg, @5] # 0 alors :
/ (Twag + u.Tug) do
1 26+1 %

cg= ip’

5, 5]

Preuve. on a

/ (TuG + w.T75) do = / <T

by

S e

acE

ug + anracpa.Tu_ﬂ> do

ack
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T étant un opérateur linéaire, donc :

/ (Tuiig +uT (@5))do = ) ca / |7 (" p0) 7755 + 10,1 (1755 | do
5 acl 2

(1+v o 3
— an/ pita-l 0) @1 (78 | do +

= o 1+v vl
an /r,3+oz—1 #1, . ( 0)801,5 do

a€E P20 Y23

by

= I+v o 1+v v
_ ZCQTIB+Q1/ ( 0) 1, 03+ Pa ( 0) Y15 do

(1+v . 1+v 3
= Zc r / )1 Y5+ P ( 0) Y18 do

= Qanr / 1 + 1) PraP15 T 902,«:902,5] :
a€EFR 0

D’apres le corollaire 3.3.5, on trouve que les termes de la somme s’annulent sauf celui

correspondant & o = 3 et on obtient :

/ (Twug + u.Tug) do = 2c§p2ﬁ_1 [QOE, ©s] -
s

Alors si [gpg, ng] est différent de O :

/ (Tw.ug + u.Tug) do

L 95i1’s

5, ©s]

Remarque 3.3.7 La technique que nous allons utiliser pour ’'étude de la série trigonomé-
trique sera basée sur le théoreme 3.3.2 et le corollaire 3.3.6. Dans ce qui suit nous étudions
la série trigonométrique dans le cas particulier de la fissure (w = 27) qui est un cas trés im-
portant de singularités de domaines. La connaissance explicite des racines de (E) simplifie

les calculs.
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3.4 Etude compléte du cas de la fissure

Pour simplifier les calculs, nous décomposons toute solution u du probléme (P) en deux
parties par apport a 6 :

u:ill +112

3.4.1 Etude de la premiére partie

Concernant la premiére partie : ’expression de ¢, est donnée par :

2aw [cos (o — 2) O — cos ab]

—2avgsin (o —2)0 + 2 vy (o — 2) — 4] sinaf

2
E—{O&GC,SiHQOéW—( l a) sin® w, Rea>0}
V0+2

E—{a—g, /{:GN*}.

sin(a —2)w = sinaw =sinkr =0

Pq (0) =

avec

w =27 d’o:

Dans ce cas :

cos(—2)w = cosaw = coskr = (—1)"

Remarquant que : Vo € E, sin (¢ — 2) w = sinaw = 0.
D’autre part :
e Si k = 2m alors :
cos (@ —2)w = cosaw =1 (3.33)
d’ou :
Pa (0) = ¢4 (W) =0

e Sik=2m+1 alors :
cos (@ —2)w = cosaw = —1 (3.34)

d’ou :

o (0) = =p, (w) =0
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e Calcul de c3:
En appliquant le corollaire 3.3.6 pour u = Y cgr? P

BEE
/ (Tu.ug + u.Tug) do
1 —26+1 %
Cg = =p
2 05, 5]

o [v505] = / Kiw) . <(1 +:°> %’ﬁ)] do
0 2,8 2,8

27

— [l s+ ] a9

= / [(1+vo) (28v0)? [cos (8 — 2) 0 — cos ﬁ@]Q] df +

2

/ [— (28v0) sin (8 — 2) 0 + (2 [vo (B — 2) — 4]) sin 36]* db

- / (1+ vo) (2810)* [cos® (B — 2) 6 + cos® 80 — 2 cos (B — 2) 0 cos 6] db +

0
2

[(25y0)2 sin® (8 — 2) 0 + 4 ([vo (B — 2) — 4])*sin® B0] d6) —

/ (Bro) | — 4] sin (8 — 2) Osin 50] db
0

= / (14 vo) (20m0)? [cos® (B — 2) 0 + cos® B0] d +
[(2av0)?sin? (B — 2) 0 + 4 ([vo (o — 2) — 4])* sin® B6] d6) —

2 [ [(1+wo) (209)? cos (B — 2) 0 cos BO+] do —

Yoo~ ¥ oS~——c=

8/04V0 [vo (v — 2) — 4] sin (5 — 2) O'sin 560d0.
0
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Calculons premiérement les intégrales : f cos (B8 — 2) 6 cos B0d6, f sin (8 — 2) 0 sin S0d0.
Par double intégration par parties, et les relations (3.33), (3.34) on obtient :

2

. /cos (B —2)0cospOdl = ! [cos B0sin (B — 2) 02" —

) Gy B0 cos (3=2)0)

=

0
2w

+(ﬂ — 2)2[(:08 (6 —2)0cosp0do

2

[cos B sin (8 — 2) 02" = [sin 56 cos (8 — 2) O]:™ = 0,

donc )
/cos (6—2)0cosp0dO =0
0
2m
. /sin (B—2)0sinB0do = ! [sin 56 cos (5 — 2) 0], + P 5 [cos B0sin (6 — 2) 0],
0 52 52
9 2
+(ﬁ é 2)2[sin(5 —2)0sin0d6 =0
d’otu :
/ f — 2)60sin f0d0 = 0.
0
Alors :

2

(s, 05] = / (1 + o) (2Bv0)? [cos® (B — 2) 0 + cos® B0] dO) +

0
2

/ [(28v0) sin® (B — 2) 0 + 4 ([vo (B — 2) — 4]) sin® 56 df

— /<1+Vo) (28v5)? {14-00822(6—2)9 N 1—|—cc2)8260] 0+

0
2

[ s (A28 =00) oo 5 -2 - 4 (220

0
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2

[0s: 28] = /

0
2

/

0

do
2 2 *

(1+ 1) (28v0)* + <

((1 + vp) (25y20)2 — (251/0)2> cos2 (3 —2)8

(2600)° | 4 (o (8-2) ~ 41>2>

o +

2

/ ((1 + vp) (25V0)2 —4(n (B =2) — 4D2> cos 236d0

2
0

(2 (1+ v0) (2810)° + (2810)* + 4 ([vo (B — 2) — 4]>20] 7
2

2

(200 +3) (2800)° + 4([vo (8- 2) - 4])29] )

Gt 3) (158 T4 (B-2) — 4P

2
— 47 (200 +3) B2 + (v (B — 2) — 4)7]

qui est bien différent de 0.

donc

1
8 [(2v0 +3) 825 + (vo (B —

cp = 25“/ (Tu.ug + u.Tug)d
>

e Soit le sous secteur suivant :
Spy =S N{(rcosd,rsinf) € R* r < py}.pg < p
On définit les traces sur X suivantes :

= e [AE)], erih=g e [T (5)]
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On asur S, : p=py, do = pydf. 6 € [0,w]

1 ) +1/
Ca = ¢ Tu.ug +uw.Tu,) do
87 [(2vg + 3) a2V + (v (o — 2) — 4)°] Po | ( )
. ¢1-05Pat
Po / —atl
- P 14+ v o do
87 [(2v0 + 3) 23 + (vo (a — 2) — 4)2] 0 Crpe ! ( 0) #1,
> 902,04
P10
2 PoPs ! +
0 P20
= Sy ; : (9o, 0) dO
8 [(2v0 +3) a? + (vo (@ = 2) = 4)7] o ¢ (14 v0) 014
1
()02,0[
Posons :
T (1 -+ o)
P1,a Vo) @ a
Co = Aa,uo/ )0()¢1 b + Cl ! (/007 Q) db (335)
0 902,04 902’0[
avec
pfa
Aa,l/o = 0

8 [(21/0 +3)a?3 + (vo (a — 2) — 4)2]

Corollaire 3.4.1 Si 4y est solution du probléme (P) alors :

U = anro‘@a (3.36)

ack

ou ¢, est donnée par (3.35) et ou la série est convergente uniformément dans S,, pour

tout py < p. De plus (3.36) converge globalement dans [H* (Sp)]2 si azcap® € 12,

Preuve. i) Si tl; = > c,r%p, a lieu, alors d’apreés le corollaire 3.3.6

acl
1 -2 +1/
. — o Tu.u, +u.Tu,) do
2 [(2v0 + 3) (4a®v3) + 4 (vo (v — 2) — 4)2] 77)0 ( )
b
P10
B o o " +
- 5 92 P 2 / ()02706 (pu (9) do
8 [(2v0 +3) (a?§) + (vo (a = 2) = 4)°] =] o () e
1
<p2,a

72



3.4. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

qui est la relation (3.35).

ii) Si 4, est solution du probléme (P) et ¢, donnée par (3.35) alors ¢, = o (ap™®), ceci
entraine la convergence uniforme de la série dans §p0 vers un certain W, vérifiant (P).

D’apres Grisvard Geymonat [9] il existe ¢ positif, suffisamment petit tel que la solution
du probléme (P) s’écrit sous la forme :

Uy = ZKaTa(roa

aclE

qui est converge pour r < €.
Le théoréme implique que K, = ¢, alors Wj et U; coincide dans S;. Elles coincides dans

Sp,, puisqu’elles y sont analytiquement réelles. m

Remarque 3.4.2 Si (, appartient a Uespace [H? (]0,27[)]* et ¢, appartient a [H* (]0,2x])]°,
alors on a ¢, = o(ap™®) et on a la convergence uniforme de la série dans gpo pour tout

Po < p-

3.4.2 Etude de la deuxiéme partie

Dans cette partie on a ainsi la représentation suivante :

uQ - Zdarawa
ackE
avec
k
E= {a =3 ke N*} puisque w = 27,
et

b (6) = 2avgsin (o — 2) 0 — 2 [vg (a + 2) + 4] sin af

2avq [cos (o — 2) O — cos ab]

e Calcul de djs :

Corollaire 3.4.3 Supposons que u = . d,r®1),, soit uniformément convergente dans S. Si

acl
WB, wﬁ] # 0 alors :
/(Tu.u_5+u.Tu_ﬁ) do
1 26+1 2
dg = *

50

V5, ¥s]
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Preuve. on a

/(Tu.u—5+u.Tu—5) da:/ (T

) P

Zdarawa.u_g

ack

+ Zdar“d}a.Tu_@> do

ack

D’apreés la linéarité de T" on obtient :

/ (Twig + u.Tug)do = Zd / (Trawa.rgw_ﬁ +r%y,. T <TB¢_B)> do

) ack

_ Zda / phta—1 (1+V0)¢1,a . wlﬁ do +
b

acl | ¢2, 1?25
S | [ () (0
ack | 5 1/)2,50

= (1+ (1+
= Zdaﬂ#a 1/ Vo) ¥1q —— Vo wlﬁ do
5 ¢2,Ap

ackE

Tl fa+ (1+
_ QZdaTﬁ+a/ ( V0)¢1a ¢5+¢ Vo ww do

ackE 0 ¢2,w 77Z)2,B

= ZZdaTBJ“a/ [(1 + vp) V1ot 5+ ¢27s0¢2ﬁ] d

aceFE 0

D’apres le corollaire 3.3.5, on trouve que les termes de la somme s’annulent sauf celui

correspondant & o = 3 et on obtient :

/ (Tw5 + u.TT5) do = 2d5p*° " [1hg, 4] -
%

Alors si WB, wﬁ] est différent de O :

/ (T + u.T (13)) do

[¥5, V]

e Calcul de dj :
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En appliquant le corollaire 3.3.6 pour u = dg”f’ﬁwﬂ d’ou :

BelE

/ (Tuug + u.Tug) do
1 s

dﬂ — _p—2ﬂ+1
2 %5, V]

Calcul de [wﬁ,z/}ﬁ} :

[, %5

. 7 V15 (0) (14 vo) ¥y 4 (0)
T )

/ [(1+v0) i g (0) + 35 (0)] dO

0
2w

(14 vo) [(26v0) sin (o — 2) 0 — (2 (o (B + 2) + 4)) sin af]” df +

0
2

[(QBVO) [cos (v — 2) 0 — cos ab]]* db
/ + o) [(26v0) )?sin? (8 —2) 0 + (2 (vo (B + 2) +4))* sin? 36] db —
2/ (1 + v0) (26810) (2 (vo (B + 2) + 4)) sin (8 — 2) Osin 36] d6 +

[(261/0)2 [cos? (B — 2) 6 + cos® B0 — 2 cos (B — 2) f cos 36] | df

/1+u0 [2&/0 (I_COSQW_Q)Q)+(2(y0(5+2)+4))2 (M)}Cw—i-

2 2

2w

/ {1+cos2(ﬁ—2)9+1+c03250
0

s20]

8/ 1+ vo) (Bro) (vo (B +2) +4))sin (8 — 2)0sin 50] db —
0

2w

8/ Bl/o cos (B — 2) 900369]
0
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3.4. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

Par double intégration par partie les intégrales :

2 2

/sin (B — 2)0sin 56d0, /cos (8 — 2)6cos pOdo
0 0
sont nulle, donc :
2m
wavs) = = [ |55 [0 + @ (a4 2)+ )7 + 2500 s+
0

Y (28v0) — (1 + 1) (2610)°

/( 5 >cosQ(5—2)9dt9+

2/” (myof — (14 10) (2(vo (B+2) + 4>>2> cos 26040
2

_ [2 (2810)° + (14 vo) (28v0)° + (1 +v0) (2 (0 (B +2) + 4))29] ¥
2

_2(48°05) + (L4 vo) (46°18) + 4 (L + o) [vo (B+2) + 4]227r

2
= (vo+3) (4521/3) +4(1+vo)[vo(B+2)+ 4]2 T

qui est bien différent de 0.

Donc

1

T S B o) P+ (Lt )0 (3 +2) + 47)

,025“/ (Tu.ug + u.Tug) do
x

e Soit le sous secteur suivant :
Spy =S N{(rcosd,rsinf) € R*r < py}.pg < p

On définit les traces sur X suivantes :

2

h=C, € [ﬁ% (z)r, ot Ty = ¢, € [E% (2)]
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3.4. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

On asur S, : p=py, do = pydf.0 € [0,w]

27
1

8 [(V0+3)a2yg—{—(1+l/0)[V@(Oz—l—2)+4]] _O‘+{

1/)1 ,Q
2w
. paa w2a

0
8 [(V0+3)052V(2J+(1+V0) [VO (05+2)+4]2] /10 1+V0 ¢1a> ’

d, = (Tuug + u.T (uy)) do

0
z/}20z

B 2 PoP (wl a)
_ Po” / Voa
V1

2 :007 d¢9
87 [(u0+3)au0+(1+u0)[u0(a+2)+4]]0 (1+VU )
s,

2m
— wl,a (1 + VO) wl,a
do = Ba,uo/ (Po¢2 (1#27@) + (s ( Yo )) (po,0) do (3.37)

Po
87 [(vo + 3) @203 + (1 + vo) [vo (@ + 2) + 4]

Posons :

avec

Ba,yo =

Corollaire 3.4.4 Si iy est solution du probléme (P) alors :

=Y dar™y, (3.38)

aclE

ot d, est donnée par (3.37) et ou la série est convergente uniformément dans g,)o pour

tout py < p. De plus (3.38) converge globalement dans [H* (Sp)]2 si a2cap® € 12,

Preuve. i) Si Uy = > d,r*, a lieu, alors d’apres le corollaire 3.4.3

aEl
. pf2a
o 87 [(vo + 3) a1 + (1 + vo) [vo (a + 2) + 4)°] Z (Tt 0.7 () d
—a 2m p¢2 zlﬂ +
) ] 5/ (p.6) o
87 [(vo+3) a*vf + (1+vo) [vo (o +2) +4]°]) : ((1 + uo)@bl,a)
2
w?,a

7



3.4. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

qui est la relation (3.37).

ii) Si Yy est solution du probléme (P) et d, donnée par (3.37) alors d,, = o (ap™®), ceci
entraine que la série est convergente uniformément dans §p0 vers un certain W, vérifiant
(P).

D’apreés Grisvard Geymonat [9] il existe ¢ positif, suffisamment petit tel que la solution

du probléme (P) s’écrit sous la forme :
ng = ZHQTOZ@ZJQ
ack

qui est converge pour r < €.
Le théoréme implique que H, = d, alors W5 et 45 coincide dans S;. Elles coincides dans

Sp,» puisqu’elles y sont analytiquement réelles. m

Remarque 3.4.5 Si (, appartient o Uespace [H? (]0,2x[)]° et ¢, appartient o [H* (]0, 27 ])])°,
alors on a d, = o(ap™®) et on a la convergence uniforme de la série dans gﬁo pour tout

Po < p-

Remarque 3.4.6 Pour vy = 0 on obtient la série trigonométrique de l’équation de Laplace

dans un secteur.
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conclusion

CONCLUSION

Dans cette thése nous avons traité deux types de problémes issus de la mécanique des

milieux continus.

Dans la premiére partie et dans le cadre de la mécanique des solides, plus précisément en
théorie des plaques minces, nous avons donné une description explicite des solutions faibles
de quelques problémes aux limites gouvernés par le bilaplacien dans un polygone plan borné.

Le comportement singulier des solutions étant gouverné par une série d’équations trans-
cendantes. Nous avons mis en évidence, pour chaque cas (y compris celui de la fissure et de
I’angle plat lorsqu’il s’agit d’un probléme meélé), les fonctions singuliéres ainsi que le déve-
loppement singulier de la solution. On a retrouvé ainsi les résultats de P. Grisvard [15],i)
concernant le probléme de Dirichlet et nous avons regroupé les résultats essentiels dans un

tableau destiné aux utilisateurs.

Dans la deuxiéme partie, et dans le cadre de la mécanique des milieux continus, nous
avons étudié en détail les singularités de la solution variationnelle d’'un probléme aux limites
pour le systéme de Lamé (élasticité) avec une condition de Dirichlet. Nous avons mis en
évidence une série trigonométrique d’un type nouveau adaptée a 1’étude des solutions de
probléme aux limites pour le systéme de Lamé et comme ’étude de la convergence de la
série nécessite des relations d’orthogonalité, nous avons établir grace a une formule de Green
pour I'opérateur de Lamé une relation d’orthogonalité entre les fonctions (vq), .5 analogues
a celles de 'orthogonalité pour le Laplacien et le bilaplacien dans un secteur plan S, qui
facilite le calcul des coefficients de singularité qui est trés important, d’une part pour les
mécaniciens et d’autres part pour améliorer la convergence de la série. Le calcul étant dans
le cas de la fissure et par conséquent nous avons montré la convergence de la nouvelle série.

Rappelons que cette partie constitue 1’originalité de notre travail.

Finalement, comme deux prolongements éventuels de ce travail, ’étude :
1- Le cas des plaques a épaisseur variable.
2- Généralisation de la deuxiéme partie au cas ol I'ouverture de secteur est différente

de 2m.

79



Bibliographie

1]
2]

R. B. Adams-Sobolev spaces, Academic press, 1975.

S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg.- Estimates near the boundary for solutions
of elliptic partial differential equations satisfying general boundary conditions I, Com-
munications on pure & Applied Maths, 12, 1959 p.623-727 et II méme journal 17, 1964
p. 35-92.

H. Blum & R. Rannacher, On the boundary value problem of the biharmonic
operator on domains with angular corners, Maths. Methods. App. Sci., 2 (1980), 556-
581.

H. Brezis, Analyse fonctionnelle, Théorie et Application. Masson (1983).

Cédric Camier, Modélisation et étude numérique de vibrations non-linéaire des
plaques circulaires minces imparfaites, Application aux cymbales. Theése Présentée et
soutenue publiquement le 2 février 2009 pour 'otention du Docteur de I’Ecole Polytech-

nique.

W. Chikouche and A. Aibeche, Coefficients of singularities of the biharmonic pro-
blem of Neumann type : case of the crack. IJMMS 2003 : 5, 305-313, Hindawi Publishing
Corp.

W. Chikouche, Etude spectrale du probleme de bilaplacien, Theése de Magister a

I'université de constantine, Alger, 2000

E. Gagliardo.-Caratterizzazioni delle tracce sulla frontiera relative ad alcune classi di-
funzioni in n variabili, Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,

Vol 27, 1957, p. 284-307.

P. Grisvard, G. Geymonat- Singularities and constructive methods for treatment,

Proceeding Oberwalfach, Springer-Verlag, 1983, p. 123-126.

80



BIBLIOGRAPHIE

[10]

[11]

[12]

[13]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

P. Grisvard, Solutions singuliéres du systéme de Lamé, Preprint No 173 et No 175,
Université de Nice, (1987).

P. Grisvard, Singularities in boundary values problems, Recherches en Mathématiques

Appliquées, Vol.22, Masson, Paris, 1992 (French).

P. Grisvard, Le probleme de Dirichlet pour les équations de lamé, C.R.A.S, T.304,
série I, No 3, (1987),p. 71-73.

P. Grisvard, Behavior of the solutions an elliptic boundary value problem in a poly-
gonal or polyhedral domain, Sumposium on Numerical solutions of partial differential

Equations III, B. Hubbard Editor, 1975, p. 207-274.

P. Grisvard, Résolvante du Laplacien dans un polygone et singularités des équations

elliptiques ou parabiliques, CRAS, Paris, t.301 Serie I No 5, 1985 p.181-183.

P. Grisvard : i) Boundary value problems in plan polygons. Instructions for use, E.D.F,
Bulletin de la direction des études et recherches, serie C, Mathématique no.1, 1986, p.21-
59.

ii) Le probléeme de Dirichlet pour les équations de Lamé, C. R. A. S. t.103, p.71-73,
1986.

P. Grisvard.- Elleptic problems in non smooth domains, Monographs and Studies in

Mathematics, n° 24, Pitman, 1985.

V.A. Kondrat’ev, Boundary problems for elliptic equation in domains with conical

or angular points, Trans. Moscow Maths. SOS., (1967), p.227-313.

R. Lozi, Résultats numériques de régularité du probléme de Stokes et du Laplacien

itéré dans un polygone, R.A.I.LR.O, Analyse Numérique, Vol. 12#3, 1978, p 267-282.

B. Merouani, comportements singuliers des solutions du systéme de ’élasticité dans

un polygone, Theése de doctorat, U.S.T.H.B., Alger (1990).

B. Merouani, Quelques problémes aux limites pour le systéme de Lamé dans un secteur

plan, C.R.A.S., t. 304, série I, no. 13, 1987.

B. Merouani, Solutions singuliéres du systéme de I’élasticité dans un polygone pour
différentes conditions aux limites, Maghreb math, Rev, Vol 5, Nos 1 & 2, 1996, pp.
95-112

81



BIBLIOGRAPHIE

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

B. Merouani and R. Boufenouche, Trigonometric series adapted for the study of
dirichlet boundary-value problems of lame systems; electronic journal of differential

equations, vol. 2015 (2015), no. 181, pp. 1-6. issn : 1072-6691.

J. Necas, Les méthodes directes en Théorie des équations elliptiques, Masson, Paris,

1967.

J. Osborn. - Regularity of solutions of the Stokes problem in a polygonal domain,
Symposium on Numerical Solutions of Partial Differential Equations III, B. Hubbard

Editor, 1975, p. 393-411.

J. B. Seif, On the Green’s function for the biharmonic equation in an infinite wedge,

Transactions A.M.S., Vol. 182, 1973, p. 241-260.

O. Tcha-Kondor, Nouvelles séries trigonométriques adaptées a I’étude de problémes
aux limites pour équation biharmonique. Etude du cas de la fissure [New trigonometric

series adapted to the study of boundary value problems for the biharmonic equation.

Cas of the crack], C. R. Acad. Sci. Paris, t. 315, Série I, p. 541-544, 1992(French).

M.L.Williams, Stress, singularities résulting from various boundary conditions in an-

gular corner of plates in extension, J.Appl. Mch., 19,1952, p. 526-528.

82



GAY 5 (5 st plima b SN QLY i Leaay Ban)  Apaall Jilad) e e 58 Al Baalisall 5 AL 5l 03 (g Caagl) 1paila
el 8 pacd DU (g A g Y1 228 () 5S5 palia) Yalaall (g Aluslid qumdy Jlall AN @ gludl o s oY Alan g oSa
Joadll 3 Apaall Jilall Calida s e ¢ S Jaaadll 8 Jand) laa IO Lealing ) 5 aly 51 Jabaill a1 aalially S35 Y1

D308 o Jsad S dslall o3l Jsan dae) dal e (T2 5T ciesl S ¥l Gl (8 L) Alla S (883 Jlall s ol
s iy daed LS Al o3 ol Gl s ae (= 277) Gasiall Alla 8 433 53l e et LS IS 300 Allsay (alall [ 5]

s Jlall LAl Ll (o i Cum B3 s3na 5 Aalime Aalis 8 (A3 al) oY Alen L aSat 3 LIS 0 ALl Al Jglall
A3 52 0l laa e lieall g gam g il i Agilie Tyl Aliladl

oY A e, 3 Al ) A3 58 g el Flie ca¥alaal) ilicall B3LEN bl SN QLY ise gutitial) cilals

Résumé. Le but de cette thése est de proposer une contribution a I’étude de deux classes des problemes aux
limites : 'une gouvernée par le Bilaplacien dans un polygone plan et I'autre par le systeme de Lamé. On
montre que le comportent singulier des solutions est gouverné par une série d’équations transcendantes. La
these comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle également quelques résultats d’analyse
fonctionnelle dont on aura besoin. Dans le deuxieéme chapitre, on pose les différents problemes aux

limites. Dans le troisieme chapitre, on calcule les solutions singuliéres pour chaque cas (y compris les cas des
angles et 2m) dans le but de dresser un tableau, pour ces solutions, prolongeant celui de P. Grisvard [5]
concernant le probleme de Dirichlet. On calcule aussi les coefficients de singularité dans le cas de la fissure
(w = 2m) avec la démonstration de la convergence de la série. On donnera une description explicite des
solutions faibles du probleme de Dirichlet pour le systeme de Lamé dans un polygone plan. On montre que le
comportent singulier de la solution est gouverné par une série d’équation transcendantes analogues a celles
trouvées dans le contexte des plaques. Nous calculons aussi les coefficients de singularité.

Mots-clés. Bilaplacien, Solutions singulieres, Plaque, Equations transcendantes, Polygdne, Singularité,
Régularité, fissure, Elasticité, Lamé.

Abstract. The purpose of this thesis is the study of the two types of boundary value problems: the ones
governed by the bilaplacian in a polygonal bounded domain and secondly governed by the Lamé system. We
prove that the singular behavior of the solutions is governed by a series of transcendental equations. The thesis
is composed of three chapters. The aim of the first chapter is to give some results of functional analysis. In the
second chapter, we consider the boundary value problems. In the last chapter, we calculate the singular
functions for each case (including the case of the angles t and 2m) in order to gather the main results in a table
intended for the users' purpose, thus extending the results of P. Grisvard [5] for the Dirichlet problem. We also
calculate the coefficients of singularities in the crack sector (w = 2m) and prove convergence of the series. We
give an explicit description of the singularities of the weak solution to the Dirichlet problem governed by the
Lamé system in a polygonal bounded domain. We prove that the singular behavior of solutions is governed by a
transcendental equation similar to that found for the thin plates. We calculate the coefficients of the
singularities.

Key-words. Bilaplacian, Crack sector, Singularity, Plate, Transcendental equations, Polygon, Regularity, Crack
sector, Elasticity, Lamé.
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